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Kurzfassung

Gegeben sei eine differenzierbare Operation einer kompakten Liegruppe H auf ei-
ner differenzierbaren Mannigfaltigkeit M. Das grobe Scheibendiagramm der Ope-
ration heifle A. M und A seien stillschweigend mit Tubensystemen ausgestattet.

Existiert eine Linearisierung von A, so bestimmt sie eine differenzierbare Struk-
tur auf dem Orbitraum H \M . Fiir kompaktes M fithren isotope Linearisierungen
zu isotopen differenzierbaren Strukturen. Bei abelschem Scheibendiagramm, ins-
besondere bei abelschem H sind die Aussagen ., [ \M ist eine topologische Man-
nigfaltigkeit“, ,,Auf g \M existiert eine differenzierbare Struktur® und ,,A ist
linearisierbar“ sogar dquivalent.

Zwei Beispiele werden geometrisch untersucht: CP?, geteilt durch die komplexe
Konjugation, ist diffeomorph zu S*. SU(3), geteilt durch Thax X Twax, ist ho-
moéomorph zu S§*. Allgemeiner ist fiir eine kompakte Liegruppe K der Orbitraum
Tax \K / T...x genau dann eine Mannigfaltigkeit, wenn K fiir geeignete k,I,m > 0
lokal isomorph zu U(1)*F x SU(2)! x SU(3)™ ist.

Mathematics Subject Classification (1991):
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Einleitung

M heifit eine differenzierbare H-Mannigfaltigkeit, wenn eine differenzierbare Operation
der kompakten Liegruppe H auf der differenzierbaren Mannigfaltigkeit M gegeben ist.?
Wihrend die einzige lokale Information einer Mannigfaltigkeit die Dimension ist, kann
jedem Punkt einer H-Mannigfaltigkeit seine Scheibendarstellung zugeordnet werden.
Global kann M einerseits anhand der Scheibentypen stratifiziert werden, andererseits
14t sich M durch H teilen. Die Frage liegt nahe, welche Strukturen der Quotient triagt
oder tragen kann.

Die Garbe der invarianten differenzierbaren Funktionen der H-Mannigfaltigkeit in-
duziert eine Garbe auf dem Quotienten. Auflerdem erbt dieser die Stratifizierung?

3

und ist damit triangulierbar.” Er ist sogar eine (berandete) topologische Mannigfal-

tigkeit nach Herausnahme einer geeigneten abgeschlossenen Menge der Kodimension

% Ob der gesamte Quotient eine topologische Mannigfaltigkeit ist,

mindestens drei.
ist eine lokale Frage und im abelschen Falle darstellungstheoretisch beantwortet.> Doch
wann existiert auf F \M wieder eine differenzierbare Struktur, und inwiefern ist sie
mit den erwahnten Strukturen vertraglich?

Nur wenn alle Standgruppen konjugiert sind, ist die Quotientenabbildung in kano-
nischer Weise ein differenzierbares Faserbiindel. Fiir den nichstkomplizierteren Fall
einer Speziellen H-Mannigfaltigkeit konstruiert Janich auf dem Quotienten eine diffe-
renzierbare Struktur. Eine Variante dieser Struktur ist laut Bredon sogar kanonisch.
Fiir allgemeine H-Mannigfaltigkeiten scheint die Frage in der Literatur nicht behandelt

worden zu sein.

Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich daher im ersten Kapitel mit der Konstruk-
tion einer differenzierbaren Struktur auf dem Quotienten einer beliebigen H-Mannig-
faltigkeit: der Formulierung einer hinreichenden Voraussetzung, der Fixierung nétiger
Wahlen und dem Einflufl der Wahlen auf die konstruierte Struktur.

Zunichst werden verschiedene Sorten von Objekten definiert: Eine dquivariante

Mannigfaltigkeit verfeinert den Begriff der H-Mannigfaltigkeit, indem H normal in

lsiehe z. B. [Hirzebruch /Mayer], [Jénich] oder [Bredon]
%siehe [Lellmann]
3siehe [Verona), S. 128
4siehe [Bredon], S. 187
5
[

siehe [B6hm] und Kapitel II
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einer auf M operierenden, kompakten Liegruppe G liegt. H fungiert als , Teilungs-
gruppe®, G als Symmetriegruppe: Die beziiglich H gebildeten Orbits, Scheibendarstel-
lungen und Strata sind — wie spater auch Tubensysteme und Quotientenstrukturen —
invariant unter G, und die Symmetriegruppe des Quotienten \M ist der Quoti-
ent G / H.

A quivariante Vektorriume sind treue orthogonale Darstellungen ohne trivialen Sum-
manden. Thre Isomorphieklassen heiflen Scheibentypen;® stabile Mengen von Scheiben-
typen sind Scheibendiagramme. Die Linge’ eines Scheibendiagramms dient als Maf
seiner Kompliziertheit. Wichtigstes Beispiel eines Scheibendiagramms ist die Menge

der Scheibentypen einer dquivarianten Mannigfaltigkeit.

Aquivariante Vektorbiindel sind differenzierbare Faserbiindel mit dquivarianten Vek-
torrdumen als Fasern. Dies sind genau die Normalenbiindel der Strata dquivarianter
Mannigfaltigkeiten.

Die zweite Schicht nach den Objekten bilden die Tubensysteme: Dies sind vertragli-
che Familien von Tuben der jeweiligen Strata, wobei die Vertriglichkeit rekursiv defi-
niert wird. Tubensysteme existieren immer, und je zwei Tubensysteme eines Objekts
sind isotop.

Das eigentliche Interesse gilt aber der dritten Schicht: den Quotientenstrukturen.
Eine Quotientenstruktur einer dquivarianten Mannigfaltigkeit ist die Struktur einer
differenzierbaren Mannigfaltigkeit auf ihrem Quotienten mit wiederum rekursiv de-
finierten Vertriaglichkeitseigenschaften. Analog soll der Quotient eines dquivarianten
Vektorraums oder -biindels wieder ein euklidischer Vektorraum bzw. ein riemannsches
Vektorbiindel sein. Quotientenstrukturen der linearen Objekte ,,dquivarianter Vektor-
raum®, ,,Scheibentyp“ und ,,Scheibendiagramm® heiflen auch Linearisierungen. Tu-
bensystem und Quotientenstruktur einer dquivarianten Mannigfaltigkeit sind stets in
Bezug auf ein Tubensystem und eine Quotientenstruktur ihres Scheibendiagramms
definiert.

Satz I 7.7. Sei M eine dquivariante Mannigfaltigkeit, ¢ ein Tubensystem ihres Schei-
bendiagramms A und ¢ ein Tubensystem von M iiber ¢. Dann existiert iiber jeder

Linearisierung von (A, ¢) genau eine Quotientenstruktur von (M, ).

Dieser Satz leistet den Schritt von ,lokal“ nach ,global“: Die (Existenz einer) Linea-
risierung des lokalen Datums ,,Scheibendiagramm® fithrt zur (Existenz einer) globalen
differenzierbaren Struktur auf dem Orbitraum. Letztere ist dadurch charakterisiert,
daf} die Quotienten der Tuben der Strata Tuben der Quotienten der Strata sind.

Bei kompakten Objekten kann man sich durch Ubergang zu Isotopieklassen von den

Tubensystemen befreien:

6Ich verwende grébere Scheibentypen und Scheibendiagramme als Janich.
7auch Tiefe oder Héhe genannt
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Satz I 8.11.

(1) Linearisierbarkeit ist eine wohldefinierte Eigenschaft von Scheibendiagrammen
ohne Bezug auf Tubensysteme.

(2) Eine Isotopieklasse von Linearisierungen des Scheibendiagramms einer kompak-
ten dquivarianten Mannigfaltigkeit bestimmt eine Isotopieklasse differenzierbarer

Strukturen auf ihrem Orbitraum.

Wie steht es aber um Existenz und Eindeutigkeit von Linearisierungen? Ein aqui-
varianter Vektorraum ist genau dann linearisierbar, wenn seine Einheitssphire eine
Quotientenstruktur besitzt, so daf§ der Quotient der Einheitssphire dquivariant diffeo-
morph zu einer Standardsphére mit orthogonaler Operation ist. Durch kegelf6rmige
Fortsetzung ist dann der Quotient des dquivarianten Vektorraums selber wieder ein
euklidischer Vektorraum mit orthogonaler Operation.

Trotzdem ist Linearisierbarkeit kein sporadisches Phinomen, da es — sogar von jeder
Lange grofler als eins —unendlich viele linearisierbare Scheibentypen gibt. In 5.10
sind alle Linearisierungen von Scheibentypen der Linge zwei explizit angegeben. Eine
Linearisierung eines nichtableschen Scheibentyps der Linge vier findet sich in IV 2.8.

Offen bleiben die Fragen, ob ein dquivarianter Vektorraum bereits linearisierbar
ist, wenn sein Quotient eine topologische Mannigfaltigkeit ist, und, ob es zueinander

nichtisotope Linearisierungen eines dquivarianten Vektorraums gibt.

In technischer Hinsicht priagen die rekursiven Definitionen der Begriffe Tubensystem

und Quotientenstruktur das erste Kapitel. Sie folgen dem Schema

Vri_; «—— St;_; «— Sdi

[

Vb_; «—— Mfj_y «—— Vr; «— St; «—— Sd;

Vb, — Mf; —— Vrjy; .- )

das heifit: Die Definition etwa von Quotientenstrukturen fiir &quivariante Vektorraume
der Lange [ setzt die entsprechende Definition fiir Aquivariante Mannigfaltigkeiten der
Léange | — 1 sowie fiir Scheibendiagramme der Léange [ — 1 voraus. Inhaltlich wurde der
Schritt von Mf;_; nach Vr; bereits als Kegelbildung beschrieben.
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Die Symmetriegruppe kommt beim Ubergang von Vr; nach Vb; ins Spiel: Die Sym-
metriegruppe des dquivarianten Vektorraums ist gleichzeitig die Strukturgruppe des
aquivarianten Vektorbiindels. Mit ihrer Hilfe werden aus Tubensystem und Quotien-
tenstruktur der Faser Tubensystem und Quotientenstruktur des Totalraums. Das Re-
kursive zeigt sich an dieser Stelle als Schachteln von Biindeln, und die Vertraglichkeit
der Tubensysteme und Quotientenstrukturen mit der Schachtelung ist entscheidend
fiir das Zusammenpassen der Strata.

Der Schritt von Vbyg, & < [, nach Mf; erfordert die Tubensysteme: Eine dquivariante
Mannigfaltigkeit wird von offenen Umgebungen ihrer Strata iiberdeckt, und Tuben fi-
xieren Diffeomorphismen zu den Normalenbiindeln der Strata. Die differenzierbare
Struktur auf dem Quotienten der Mannigfaltigkeit kann dadurch aus den differenzier-

baren Strukturen auf den Quotienten der Normalenbiindel zusammengesetzt werden.

Aquivariante Vektorriume zerfallen in Primfaktoren. Mit Blick auf das zweite Ka-
pitel verbesserte Definitionen von Tubensystemen und Quotientenstrukturen harmo-
nieren mit dieser Zerlegung. Die Aussagen des ersten Kapitels bleiben auch bei Ver-

wendung der neuen Definitionen richtig.

Gegenstand des zweiten Kapitels sind Objekte mit abelschem Scheibendiagramm,
d.h. jede auftretende Standgruppe, geteilt durch den Kern ihrer Scheibendarstellung,
ist abelsch. In diesem Fall konnen die linearisierbaren Scheibentypen konkret beschrie-
ben und die mogliche Liicke zwischen Orbitrdumen, die topologische, und solchen, die

differenzierbare Mannigfaltigkeiten sind, geschlossen werden.

Fiir abelsche Scheibentypen wird eine reelle bzw. 2-primire Kodimension definiert.
Die primen Scheibentypen der Kodimension 0 sind die Scheibentypen der Standarddar-
stellungen von S! und Z,. In Kodimension 1 erhilt man zwei Serien (0,), und (77)s,.
Die endlichen Produkte abelscher Scheibentypen der Kodimension 0 oder 1 bilden ein
Scheibendiagramm A2?P. Seine Bedeutung klirt folgender Satz:

Satz II 5.11. Fiir eine dquivariante Mannigfaltigkeit mit abelschem Scheibendia-

gramm sind dquivalent:
(1) Ihr Orbitraum ist eine (berandete) topologische Mannigfaltigkeit.
(2) Ihr Scheibendiagramm ist enthalten in A®P.

(3) Ihr Scheibendiagramm ist linearisierbar.

(4) Auf ihrem Orbitraum existiert eine Struktur einer (glatt berandeten) differenzier-

baren Mannigfaltigkeit.

Der Rand ist genau dann leer, wenn nur Scheibentypen der Kodimension 1 auftreten.

Die Aquivalenz von (1) und (2) iibersetst eine topologische Eigenschaft der dquiva-

rianten Mannigfaltigkeit in eine darstellungstheoretische. Der Beweis folgt aus [B6hm)|
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durch eine genaue Analyse der auftretenden Darstellungen. Die Implikation von
(3) nach (4) leistet das erste Kapitel. (3) folgt seinerseits aus (2) durch Konstruk-
tion einer Linearisierung von A*”. Die Idee zur Linearisierung des Scheibentyps o,

zeigt folgendes Diagramm:

L xR Gla)s ARG
Tn\(cn = R}on A R>0 x R*1 -z |z| ; g"’(lzD

C"™, geteilt durch den Torus, ist die kubische Ecke R, ,", die zum Halbraum R, x R"~!
gegliattet wird. Der Orbit G(a) - z besitzt {iber den Vektor |z| der Betrige hinaus noch

den Winkel wa(é) als Invariante. Dieser findet in der ,,Komplexifizierung® C x R"!

des Halbraums Platz. Insgesamt ist f, ein HomGomorphismus des Quotienten G(a,)\(cn
zu einem euklidischen Vektorraum.

Daf} die Familie (f,), und ihr 2-priméres Analogon tatsichlich eine Linearisierung
von A*® definieren, stellt starke Bedingungen an die Folge (g™), der Glittungen und
die Tubensysteme der beteiligten Scheibentypen. Ich verbinde deshalb in jeder Di-
mension kubische Ecke und Halbraum durch eine Schar von Ecken mit variierendem
Offnungswinkel. Fiir diese Scharen, die komplexen Standardvektorriume und die kom-
plexifizierten Halbrdume konstruiere ich rekursiv einen kohdrenten Satz von Tubensy-
stemen. Ebenfalls rekursiv konstruiere ich eine Folge von Gliattungen der gesamten
Eckenscharen, die sowohl untereinander als auch mit den Tubensystemen zusammen-

spielen.

Als umfangreicheres Beispiel erscheint im dritten Kapitel die komplex projektive
Ebene mit der komplexen Konjugation als Teilungsgruppe und SO(3) als Symmetrie-
gruppe. Ihr Orbitraum ist isomorph zur vierdimensionalen Sphére, wie unabhingig
voneinander in [Arnold I] erwihnt und in [Massey], [Kuiper] und [Arnold II] bewiesen.

Massey betrachtet eine Operation der Diedergruppe auf $% x S2. Die Quotienten
nach verschiedenen Untergruppen bilden ein Diagramm von — teilweise verzweigten —
Uberlagerungen. Dadurch ist einer der Riiume als hom&omorph sowohl zu CP? / ()
wie auch zu S* zu erkennen.

Kuiper bettet CP? in der Art der Veronesefliche in die selbstadjungierten Abbil-
dungen des C? ein und erhilt durch Mittelung iiber die ( )-Operation eine Einbettung
des Quotienten. Eine algebraisch-geometrische Argumentation erweist das Bild dieser
Einbettung als S*. Die fragliche Isomorphie gilt nach Kuiper stiickweise linear und
daher sogar differenzierbar. Arnold behauptet anhand dieser Abbildung gleichfalls die

Diffeomorphie, argumentiert jedoch geometrischer.
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Inwieweit Kuipers und Arnolds differenzierbare Strukturen auf dem Quotienten in-
trinsisch sind, zeigt der folgende Satz. Er beweist zugleich die von Massey vermutete

Aquivarianz der Homdomorphie.

Satz III 2.7. Die dquivariante Mannigfaltigkeit CP? besitzt genau eine Isotopieklasse
von Quotientenstrukturen, und mit dieser ist ihr Quotient CP 2 / () zur vierdimensio-

nalen Standardsphire SO(3)-dquivariant diffeomorph.

Die Menge der orientierten, normierten Ursprungsellipsen in einem dreidimensiona-
len euklidischen Vektorraum V ist ein Modell der komplex projektive Ebene P(V¢).
Thre geometrischen Eigenarten, bedingt durch V¢ als Komplexifizierung eines euklidi-
schen Vektorraums, lassen sich anschaulich deuten. Insbesondere entspricht die kom-
plexe Konjugation dem Wechsel der Orientierung. Die Menge der unorientierten El-
lipsen ist deshalb ein Modell des Orbitraums P(Vc) / (). Die von Massey benutzte
Isomorphie von CP? zur zweiten symmetrischen Potenz von CP?! lifit sich mit Hilfe

des Ellipsenmodells elementargeometrisch konstruieren.

Das im vierten Kapitel vorgestellte Beispiel bildete den Ausgangspunkt zur Unter-
suchung allgemeiner Quotienten in Kapitel I wie auch des speziellen Quotienten in
Kapitel III: Auf SU(3) operiert das Quadrat des maximalen Torus 7' der Diagonalma-
trizen durch ((m,y), g) — zgy~!. Der Quotient T\SU(?))/T ist homdomorph zu S*.

Den allgemeineren Rahmen zeigt folgender Satz, dessen erster Teil eine Anwendung

des zweiten Kapitels ist:

Satz IV 1.1. Sei T ein maximaler Torus einer kompakten, zusammenhéingenden Lie-
gruppe K. Dann ist der Quotient T\K/T genau dann eine evtl. berandete Mannigfal-
tigkeit, wenn K fiir geeignete k,l,m > 0 lokal isomorph zu U(1)* x SU(2)! x SU(3)™

ist. Der Quotient ist in diesem Falle homéomorph zu I' x (§*)™.

Als Symmetriegruppe der dquivarianten Mannigfaltigkeit SU(3) betrachte ich den
Normalisator von T xz, T in den Isometrien von SU(3). Die Quotientensymmetrie-
gruppe ist dann endlich und besitzt genau eine treue orthogonale Darstellung der

Dimension fiinf.

Vermutung. Der Quotient T\SU(3)/T besitzt eine ausgezeichnete Isotopieklasse dif-
ferenzierbarer Strukturen, und mit dieser ist er 4quivariant diffeomorph zur vierdimen-

sionalen Standardsphédre mit orthogonaler Operation.

Als Anndherungen an diese Vermutung beweise ich
(1) Der Quotient T\SU(3) /T besitzt eine ausgezeichnete Isotopieklasse differenzier-
barer Strukturen.
(2) Er ist homdomorph zu S*.
(3) Er besitzt eine dquivariante topologische Einbettung in R® durch invariante homo-

gene Polynome zweiten und dritten Grades auf SU(3).
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Ein geometrisches Verstdndnis des Quotienten von SU(3) beginnt mit dem in Zeich-
nung 25 abgebildeten Graphen. Seine Ecken bilden das tiefste, seine offenen Kanten
das mittlere Stratum des Quotienten; es fehlt lediglich das Hauptstratum. Die Symme-
triegruppe des Graphen ist, vermehrt um einen Faktor Z,, gerade die Symmetriegruppe

des Quotienten.

Zeichnung 25: Geriist von 7\SU(3)/7 und @\SO(3)/¢

Aus der beidseitigen Operation von T auf SU(3) ergibt sich durch Ubergang zu
den Fixpunktmengen der komplexen Konjugation die beidseitige Operation des maxi-
malen 2-priméren Torus @ auf SO(3). Ihr Quotient liegt eingebettet im Quotienten
von SU(3) und besitzt bereits denselben Graphen der niederen Strata. Der Quotient
Q\SO(3) /(@ ist aquivariant diffeomorph zu $*. Bei der Hom&omorphie (2) geht er in
den Aquator iiber; bei der Einbettung (3) liegt er in einer Hyperebene. Durch eine
geeignete Triangulierung von SO(3) wird die Quotientenbildung nachvollziehbar und
die Isomorphie zu S* explizit konstruiert.

Den ersten Beweis der Homoomorphie von T\SU(?’) / T zu S§* fithrte Prof. Dr.
Matthias Kreck anhand des Graphen der niederen Strata auf algebraisch-topologischem
Wege. Ein elementarer Beweis 1aft sich mit Hilfe der komplexen Konjugation auf dem

Quotienten skizzieren:
7o O\(T\SV®)/T) —— S
[A] — (@ijj)i <2

ist eine topologische Einbettung: die Bahn einer Matrix wird durch die Betrdge ihrer



Einleitung 13

Eintrige charakterisiert. Das Bild von f ist homéomorph zu D*, sein Rand ist gerade
das Bild von Q\SO(3) / (- Daletzteres die Fixpunktmenge der komplexen Konjugation
ist, ist T\SU(3)/T homdéomorph zu D* Ugs D*.

Mein Dank gilt Prof. Dr. Matthias Kreck fiir die geduldige Betreuung dieser Arbeit.
Er und Dr. Rainer Jung gaben mir das Gefiihl, in Mainz stets willkommen zu sein. Am
Bonner Mathematischen Institut und am Max-Plank-Institut fiir Mathematik konnte
ich mit vielen iiber inhaltliche Fragen sprechen. Tillmann Klingholz begeisterte mich
fiir TEX und kritisierte scharf Satz und Stil. Susanne Dahlmann wirkte beharrlich auf
die Verstiandlichkeit meines Seminarvortrags hin. Dorthe Herrmann las korrigierend
weite Teile des Textes und holte mich von einigen Irrwegen zuriick. Thnen allen danke
ich herzlich. Durch ihr Zuhoren, ihre Ratschldge und manche nétige Diskussion haben

sie Anteil an der Vollendung dieser Arbeit.



1.1

KAPITEL 1

DIFFERENZIERBARE STRUKTUREN
AUF ORBITRAUMEN

§1 Aquivariante Mannigfaltigkeiten

Topologische Mannigfaltigkeiten und differenzierbare Strukturen

Satz. Sei M ein Hausdorffraum und zu jedem x € M gebe es eine offene Umgebung

U und ein n € N mit U ~ R™. Dann sind dquivalent:

(1) M ist parakompakt.
(2) M ist metrisierbar.
(3) Jede Zusammenhangskomponente von M ist o-kompakt.

(4) Jede Zusammenhangskomponente von M erfiillt das zweite Abzihlbarkeitsaxiom.
BEWEIS. [Spivak]|, Appendix A. O

Ein Raum M mit diesen Eigenschaften heifit eine (randlose) topologische Mannig-
faltigkeit. Wann immer lediglich lokal konstante Eigenschaften einer Mannigfaltigkeit
—wie die Dimension — als konstant behandelt werden, sind ihre Zusammenhangskom-
ponenten stillschweigend einzeln zu betrachten.

Eine Garbe & reellwertiger Funktionen auf M, die lokal zur Garbe der differenzierba-
ren reellwertigen Funktionen auf R™ isomorph ist, heifit eine differenzierbare Struktur
auf M; gleichwertig dazu ist ein maximaler differenzierbarer Atlas von M. M zu-
sammen mit £ heiflt eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, wobei ,,differenzierbar® in
dieser Arbeit fiir ,beliebig oft differenzierbar® steht. Fiir Diffeomorphie verwende ich

das Zeichen =.

Operationen auf Mannigfaltigkeiten

Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, G eine kompakte, reelle Liegruppe und

14
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0:G X M — M eine differenzierbare Abbildung mit der Eigenschaft
Vg,h € G,z € M:p(e,z) =z A po(gh,z) = o(g,0(h,z)),

wobei e das neutrale Element von G bezeichnet. Gleichwertig dazu ist die Angabe des

ebenfalls mit p bezeichneten Homomorphismus

G —— Diffeo(M)
g —— (:z:»—>g(g,:1:))

topologischer Gruppen, wenn Diffeo(M) mit der g-Topologie nach [Arens] versehen
wird. M heifit dann differenzierbare G-Mannigfaltigkeit und G Transformationsgruppe,
letzteres bereits, wenn G eine topologische Gruppe und M ein topologischer Raum ist.
Zusammen mit einer invarianten riemannschen Metrik heift M riemannsche G-Mannig-
faltigkeit, G operiert dann durch Isometrien. Ausfiihrliche Informationen iiber G-Man-
nigfaltigkeiten und Transformationsgruppen enthalten [Hirzebruch/Mayer], [Jénich]
und [Bredon], an die sich die folgende Kurzeinfithrung anlehnt:

Sei z € M und H < G. Dann heiit Gz := {gz € M | g € G} der Orbit oder die
Bahn von z unter G, G, := {g € G | g¢ = z } die Standgruppe, die Isotropiegruppe
oder der Stabilisator von z. Es ist Gz = G/Gz und G = gGrg~ . MH = {ze M|
Hz = z } heifit die Fixpunktmenge von H. Weiter heift G\M := {Gz |z € M } der
Orbitraum, Bahnenraum oder Quotient und w: M — G\M die Quotientenabbildung
der G-Mannigfaltigkeit M.

Zwischen beliebigen differenzierbaren Operationen und linearen Operationen ver-

mitteln Operationen auf Vektorbiindeln: So induziert p die Operation

To: G —— Aut(TM)
g —— (v T(e(9))v)
sowie fiir jede invariante Untermannigfaltigkeit A die Operation G — Aut(N A), wobei
NA das Normalenbiindel von A in M bezeichnet. Der dquivariante Tubensatz be-

sagt, daf fiir jede invariante Untermannigfaltigkeit A von M eine dquivariante offene
Einbettung ¢: NA — M existiert, so dafl

NA 2 M
U U
Ona ——— A
kommutiert und NA = N(Ona4) N, N A die Identitit ist (vgl. 4.2). Dabei bezeichnet
Ona:={0, € NA|a€ A} den Nullschnitt von N A.

Auch induziert p verschiedene lineare Operationen der Standgruppe, nédmlich die

Darstellung G, — GL(N A) fiir jede « enthaltende G, -invariante Untermannigfal-
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tigkeit A. Sie heifit fiir A = {z} die Isotropiedarstellung im Punkte z, fiir A = Gz
die Scheibendarstellung im Punkte z. Der Existenzsatz fiir Tubenumgebungen von
Orbits heifit Scheibensatz und ¢(N,Gz) eine Scheibe! durch z. Der Isomorphismus
G x@, N,Gz — NGz erweist das Normalenbiindel eines Orbits als ein assoziiertes
Vektorbiindel zum G,-Prinzipalbiindel G — Gz.

Die homogenen Riume G / Hund G / K sind genau dann G-dquivariant diffeomorph,
wenn H und K in G konjugiert sind —in Zeichen: H ~ K. Die Isomorphieklasse
der G-Mannigfaltigkeit G oder, was gleichwertig ist, die Konjugationsklasse (G;) :=
{9G.97 | g€ G} ={G, |y € Gz } heiit der Typ des Orbits Gz. Die Orbittypen sind
durch Subkonjugation teilgeordnet, man schreibt (H) > (K): < dg€ G:H C gKg™*.
Diese und nicht die inverse Anordnung entspricht dem natiirlichen Empfinden bei den
in Wirklichkeit gemeinten Orbits. Der Scheibensatz impliziert, daff die Standgruppen
von Punkten einer Scheibe durch z nicht nur subkonjugiert zu, sondern enthalten in
G, sind, weiter, daf} in einer Umgebung von z nur endlich viele Orbittypen auftreten
und diese alle grofler oder gleich (G;) sind.

Mit Mgy :={e e M |G, ~H}, Mg:={x € M |G, = H} und N := Norg H
ergibt sich

G/N
/

My = GxyMyg = G/HXnyMy

N\Me = g\Mwuw,

d.h. G/H — Mgy — G\M(H) ist ein Faserbiindel, genannt Orbitbiindel, mit
Strukturgruppe N / H, assozilert zum Prinzipalbiindel Mg — G\M(H), ferner ist
My — Mgy — G / N ein Faserbiindel mit Strukturgruppe N, assoziiert zum Prin-
zipalbiindel G — G / N. Beachte, dafi die Rechtsoperation von NV / H auf G / H wohl-

definiert ist:

G/HXN/H SN G/H,
(9H , nH) —— gnH

Fiir die Vektorbiindel TM|M(H), TM gy und N Mgy iiber Mg gilt

E :'_—GXNE!MH
M(H) —_— GXNMH.

Durch Induktion iiber die Dimension von M beweist man den

1Tuben und Scheiben allgemeiner Transformationsgruppen sind allgemeiner definiert.
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Satz vom Hauptorbittyp. Hingt G\M zusammen, so gibt es genau einen Orbittyp
(H), so daB Mgy offen und dicht in M ist. G\M () hingt dann ebenfalls zusammen.

Ein Orbit Gz mit G, ~ H, H aus dem obigen Satz, heifit ein Hauptorbit. Die Menge
Mgy heifit das Hauptorbitbiindel. Ist G, «~ H, so heiit Gz ein Ausnahmeorbit, falls
dim G, = dim H, und ein singuldrer Orbit, falls dim G, > dim H.

Homogene Operationen

Sei weiterhin p eine Operation einer kompakten Liegruppe G auf einer differenzierba-
ren Mannigfaltigkeit M. Den— freie Operationen einschlieBenden — einfachsten Fall
beleuchtet der folgende

Satz. Hingt G\M zusammen, so sind dquivalent:

(1) Alle Orbits sind vom selben Typ.

(2) w:M — G\M ist ein topologisches Faserbiindel.

(3) G\M ist eine topologische Mannigfaltigkeit, und es gibt auf ihr eine differenzier-
bare Struktur, durch die w zu einem differenzierbaren Faserbiindel wird.

(4) G\M ist eine topologische Mannigfaltigkeit, und es gibt auf ihr eine differenzier-

bare Struktur, durch die w zu einer differenzierbaren Submersion wird.

BEWEIS. Ich beweise die folgenden Implikationen:

)
A AN
@) “ (4)
AN ya
(3)

(1) = (3) ist eine Standardaussage iiber Orbitbiindel, siche z.B. [Jinich], S. 6.
(3) = (2) und (3) = (4) sind trivial.

(2) = (1): Sei F die typische Faser von w. Dann ist F' ~ G’/Gz fiir jedes ¢z € M,
dimG, = dim G — dim F' daher unabhéngig von z. Aus den Homotopiesequenzen
der Faserungen G, — G — F folgt mo(F) = WO(G)/WO(G:B)7 und die Anzahl der
Zusammenhangskomponenten #my(G;) = i:ggg; ist ebenfalls unabhéngig von z. Fir
jedes y € M aus dem Hauptorbitbiindel und jedes ¢ € M gibt es ¢ € G, so dafl
G, > Ggy. Mit dim G, = dim Gy und #m(G,) = #me(Gyy) folgt G, = Gyy. Daher

gehort auch ¢ zum Hauptorbitbiindel.

(4) = (1): Ich beweise: Hat M mehrere Orbittypen und trigt G\ M eine differen-
zierbare Struktur, so dafl w differenzierbar ist, so ist w nicht submersiv.
Wihle ein ¢ € M, dessen Scheibendarstellung o: H — O(V') genau zwei Orbittypen

besitzt. Nenne die nichttriviale Komponente von V' V', die triviale Vi;y. Es gilt

1.3

1.4
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0£V' = V('K) U 0 fiir ein geeignetes K < H.

M (_;f-f? G XH 14 = (G X H V’) X Wriv

| l

G\M m’ H\V ~ H\VI X Viriv
Schreibe €0 = [e, 0] fiir 2 und Ter(G/ H) X V' % Viriy —22% Tr(H \V) fiir das Tangential
an w im Punkte z. Wegen w(Nullschnitt) = {0} ist Teo w|r, ,(G/p) die Nullabbildung.

Teo w|yr = 0 ist ebenfalls die Nullabbildung: H besitzt als kompakte Liegruppe

genau eine normierte, invariante Integration. Sei v € V' und h € H. Auswoh = w

folgt Tw(hv) = T(woh)(v) = Tw(v). AuBlerdem ist [ hvdh = 0, denn 0 ist der einzige
H

Fixpunkt von V' unter H. Insgesamt erhalten wir

Tw(v) = /Tw(v)dh = /Tw(hv) dh = Tw (/ hvdh) = Tw(0) = 0.

H H H

SchlieBlich impliziert die Surjektivitit der Normabbildung 7\V' — Ry, Hv — ||v|],
dafl [ \V' mindestens eindimensional ist. Folglich ist dim g \V > dim Vi;iy, folglich
kann T.ow nicht mehr surjektiv sein. Beachte, dal weder verlangt noch behauptet

wird, es sei H \V =~ H \V' X Viny fir eine geeignete differenzierbare Struktur auf
H\V'.

Weniger elementar 148t sich statt (4) = (1) auch (4) = (3) beweisen, denn laut
[Kirby / Siebenmann|, S. 59, sind abgeschlossene differenzierbare Submersionen mit
kompakten Fasern differenzierbare Faserbiindel, zunédchst nur im Sinne lokal trivia-
ler differenzierbarer Abbildungen, dann aber auch mit der Diffeomorphismengruppe

der Faser als Strukturgruppe, falls die Basis zusammenhéngt. O

Eigenschaft (4) ist [Eschenburg]s Definition der Glattheit eines Orbitraumes. Sein
Beweis von (4) = (1) (S. 9-10) iiberzeugt mich allerdings nicht. [Besse| erwéhnt
(4) = (1) in 9.12, S. 238, ohne Beweis.

Definition. Eine Operation einer kompakten Liegruppe auf einer differenzierbaren
Mannigfaltigkeit heile homogen, wenn sie fiir jede Zusammenhangskomponente des

Orbitraums die Eigenschaften des vorangegangenen Satzes erfiillt.

INDUZIERTE DIFFERENZIERBARE STRUKTUR

Sei (M, £) eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, X ein topologischer Raum und f eine

stetige Surjektion von M auf X. Definiere auf X die induzierte Garbe reellwertiger
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Funktionen fx& durch
YU fg X: g€ f2E(U): & o cCUR) A pofe&(f1(U)),

siche [Bredon], S. 297. Ist (X, f#&) eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, so nenne
f#€ auch £ — die beziiglich f kanonische differenzierbare Struktur auf X.

Zusatz zu 1.4. Die in (3) und (4) genannten differenzierbaren Strukturen sind eindeu-

tig bestimmt; es ist in beiden Féllen wyEp.
BewEIs. Fiir jede surjektive differenzierbare Submersion n:(E,fg) — (B,Ep) ist

Ep =mx€g. O

Operiert p homogen, so existiert also die beziiglich w kanonische differenzierbare
Struktur auf G\M ; die differenzierbaren Funktionen auf (@ \M , £kan) entsprechen via
Komposition mit w umkehrbar eindeutig den invarianten differenzierbaren Funktionen
auf M:

(M, [Em]®)

y T

(G\M, gk )

(XagX)

Insbesondere sind so die differenzierbaren Strukturen auf den Quotienten @ \M(H) der
Orbitbiindel bei allgemeinem p und auf den homogenen Riumen G / H erklart. Auf

wx &y im Falle nicht homogener Operationen gehe ich in 7.13 kurz ein.

Aquivariante Mannigfaltigkeiten

Die im weiteren benutzte ,differenzierbare Standardsituation® ist eine geringfiigige

Verfeinerung des Begriffs der G-Mannigfaltigkeit:

Definition. Ein Quadrupel (H,G,p, M) heifle eine dquivariante Mannigfaltigkeit ge-
nau dann, wenn G eine kompakte Liegruppe, H ein Normalteiler von G, M eine

differenzierbare Mannigfaltigkeit und p ein stetiger Homomorphismus von G nach

Diffeo(M) ist.

Bezeichne die Kategorie der dquivarianten Mannigfaltigkeiten, deren Morphismen in
4.17 definiert werden, mit Mf. Schreibe statt (H,G, o, M) auch H « G — Diffeo(M)
oder kiirzer p oder M.

G ist die ,Symmetriegruppe”: Alles folgende — Stratifizierung, Tubensystem, dif-
ferenzierbare Struktur des Orbitraums— wird, zumeist stillschweigend, G-dquivariant
bzw. G-invariant sein. H ist die ,, Teilungsgruppe“: Scheibendarstellungen, Scheiben-

diagramm und Orbits werden beziiglich der H-Operation gebildet und schliefilich wird



2.1

20 Kapitel I Differenzierbare Strukturen auf Orbitrdumen

M durch H geteilt: g \M .

H 4 G —% Diffeo(M) induziert offenbar eine — selbst wenn o effektiv ist, nicht
unbedingt effektive — Operation G / " —% Homoéo( H \M ) des Quotienten G / H auf
dem Quotienten H \M . H als normal in G anzunehmen beschrinkt insofern nicht die
Allgemeinheit, als auf f \M ehedem nur noch Norg H operiert. Ziel dieses Kapitels ist,
grob gesprochen, bei dieser Operation Homéo( 7 \ M) durch Diffeo( 7\ M) zu ersetzen.

Aus einer H-Mannigfaltigkeit erhélt man natiirlich durch die Setzung G := H eine
aquivariante Mannigfaltigkeit. In Proposition 3.13 ist jedoch entscheidend, dafl G
grofler als H sein darf.

§2 Aquivariante Vektorriume

Aquivalenzen von Darstellungen

NOTATION. o bezeichne eine orthogonale Darstellung einer kompakten Liegruppe K
auf einem euklidischen Vektorraum V. Schreibe ¢ € Hom(K,O(V)), K —— O(V)
oder 0: K x V — V. Treten mehrere Darstellungen auf, etwa ¢ und 7, so kénnen K
und V mit o bzw. 7 indiziert werden. Lediglich lineare Darstellungen werden ebenso
bezeichnet. Fiir Vektorrdume V und W bezeichne GL(V,W) die Menge der linea-
ren Isomorphismen, fiir euklidische Vektorrdume bezeichne O(V, W) die Menge der
metrischen, linearen Isomorphismen.

Fiir Darstellungen ¢ € Hom(H,,GL(V,)) und 7 € Hom(H,,GL(V;)) kompakter

Liegruppen kommen verschiedene Aquivalenz- oder Isomorphiebegriffe in Betracht:

(Al) f € L(V,,V;) heifle ein Morphismus von o nach 7 wenn H, = H, ist und

o X Ve —2— V,

’ | J’ lf kommutiert.

X Ve —— V,

Dies ist der iibliche Morphismusbegriff fiir Operationen einer festen Gruppe.
o heifle dquivalent zu 7, wenn ¢ zu 7 isomorph ist. Dies ist der in der Darstel-
lungstheorie iibliche Aquivalenzbegriff.

(A2) [Janich] definiert: Zwei Darstellungen o und 7 von Untergruppen von G haben
denselben Scheibentyp, wenn es g € G und f € GL(V,,V;) gibt, so daf

H, —— 0O(V,)
g-.~g‘1‘5 E‘Jrfo.of_l kommutiert.

H, ——— O(V;)
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(A3) (¢, f) € Hom(H,,H:) x L(V,,V;) heifle ein Morphismus von ¢ nach 7, wenn

H, xV, —— V,

sol lf lf kommutiert.

H.-xV, —/—— V;

Dies ist der iibliche Morphismusbegriff fiir Operationen. o heifle dquivalent zu
T, wenn ¢ zu 7 isomorph ist.

(A4) Zwei orthogonale Darstellungen ¢ und 7 haben denselben groben Scheibentyp,
wenn es f € O(V], V) gibt, so daB

o)’ T

ime C  O(V))
a‘l g\{ forof~1 kommutiert.

imr  C  O(V))

Dabei bezeichnen V! und V! die nichttrivialen Summanden von V, bzw. V.
(siehe 2.6).

Fiir die Beziehung zwischen linearen und orthogonalen Darstellungen sieche Proposi-
tion 2.5. Fiir die Herkunft von (A4) aus einem Morphismusbegriff siehe Definition 2.2.

Mit Aquivalenz ist in der Regel (A4) gemeint. (A1) spielt nur im Beweis des Lemmas
5.11 und in Lemma A.7 eine Rolle, weil dort Darstellungstheorie eingeht. (A2) tritt
beim Vergleich mit (A4) in 2.9 und in Lemma 7.17 auf. (A3) und (A4) fallen fiir treue,

orthogonale Darstellungen ohne trivialen Summanden zusammen.

Aquivariante Vektorriume

Ein Paar (K,V) heifle ein dquivarianter Vektorraum, wenn V ein euklidischer Vektor-
raum und K eine Untergruppe von O(V) ist, so dafi die Null der einzige Fixpunkt der
K-Operation auf V ist.

Ein &quivarianter Vektorraum ist demnach bis auf die Benennung der Gruppenele-
mente eine treue, orthogonale Darstellung ohne trivialen Summanden einer kompakten
Liegruppe. Statt (K,V') schreibe ich auch K — O(V'), V oder o, wobei ¢ die Inklusi-
onsabbildung von K in O(V) bezeichnet. Umgekehrt schreibe ich K oder K, und V
oder V, fiir die Bestandteile eines dquivarianten Vektorraums o.

Seien ¢ und 7 dquivariante Vektorrdume. Ein metrischer, linearer Isomorphismus

f:V, -V, mit K, = f o K, o f~! heifle ein Morphismus #quivarianter Vektorriume:

K, C O(V,)

EJ' Elfo-of”’l

K. c 0O

2.2
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Vr bezeichne die Kategorie der dquivarianten Vektorrdume. Ihre Morphismen sind
sdmtlich Isomorphismen. Die Gruppe der Automorphismen eines dquivarianten Vek-
torraums K — O(V) ist Aut(V) = Norg(v) K.

Die Isomorphieklasse 5 = [0] eines dquivarianten Vektorraums o heifle der (grobe)
Scheibentyp von o. St bezeichne die Kategorie der Scheibentypen (mit den Identitdten
als einzigen Morphismen). Auf die mengentheoretische Schwierigkeit, daf} jeder Schei-
bentyp bereits eine echte Klasse ist, gehe ich in 9.1 ein.

Sei K — O(V) ein dquivarianter Vektorraum. K — O(V) induziert die dquiva-
rianten Mannigfaltigkeiten K < Aut(V) — Diffeo(V) durch Vergessen der euklidi-
schen Struktur, K < Aut(V) — Diffeo(V~{0}) durch Herausnehmen des Nullpunkts
und K < Aut(V) — Diffeo(S(V)) durch weiteres Einschrinken auf die Einheitssphire
SWV):={veV||v|=1}.

Scheibentypen beliebiger linearer Darstellungen

Proposition. Sei G eine kompakte Liegruppe und V ein endlichdimensionaler eukli-
discher Vektorraum. Dann induziert O(V) — GL(V') eine Bijektion

Hom(G, O(V))/O(V) « Hom(G, GL(V))/GL(V) .

Mit anderen Worten: In GL(V') konjugierte orthogonale Darstellungen kompakter Lie-
gruppen sind bereits in O(V') konjugiert.

BEWEIS. Die Wohldefiniertheit ist klar. Die Surjektivitit bedeutet gerade die Existenz
eines invarianten Skalarprodukts. Zu zeigen bleibt die Injektivitit:

Seien 0,7 € Hom(G,0(V)) und A € GL(V) mit 7(.)0o A = Ao o(.). Zu zeigen
ist die Existenz eines C € O(V) mit 7(.) o C = C o o(.). Das folgende ist eine Art

dquivariantes Gram-Schmidt-Verfahren fiir Abbildungen:
L
Wihle eine Zerlegung V = @ V; in paarweise orthogonale, o-irreduzible Unter-

(2
riume. AV ist 7-irreduzibel und F; = @@ AV, definiert eine 7-invariante, auf-
=1

steigende Filtrierung von V. Definiere W; induktiv durch F;_; GIJ_B W; = F;. W; ist
T-invariant, die orthogonale Projektion p;: F; — W, 7-&quivariant. Der Vektorraum-
isomorphismus B; := (V; —2 F; -2 W;) erfiillt 7|w,B; = B;o|v,. W; ist daher
sogar 7-irreduzibel. Invariante Skalarprodukte irreduzibler Darstellungen sind bis auf
einen positiven Skalar eindeutig bestimmt. Das Skalarprodukt ¥ von V ist o- und
T-invariant, 9(B; ! . ,B; ! .) ist T-invariant, folglich gleich r?9|w, mit r; > 0. Setze
C(>ovi):= >, r;B;v;, wobei v; € V;. C liegt in O(V):

19(C’w, C’w') = 19( Z TiBi’wi, E riBiwé)

(Die V; sind L) = > rd(Bwi, Biwy)
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(Die W; sind L) = d(w,w'),

wobei w = Y w;,w' =Y w; mit w;, w; € W;. Schlielich gilt 7C = Co:

(7€)

vi = T|lw,riB; = r;Bioly; = (Co)lv;. =

WESENTLICHER ANTEIL EINER DARSTELLUNG
Sei o eine orthogonale Darstellung einer kompakten Liegruppe K auf einem euklidi-
schen Vektorraum V. V = V' @ Vi,iy bezeichne stets die Zerlegung des K-Moduls V in

den nichttrivialen und den trivialen Summanden und ¢’ den durch die Faktorisierung

imo —Z— O(V') —— O(V)

K

14

definierten ,,wesentlichen Anteil“ von o. Ist das Kompositum

K——» Q —— O(W) —— 0O(V)

ebenfalls gleich o, so liegt @ zwischen K und im o und W zwischen V' und V. Der
wesentliche Anteil einer orthogonalen Darstellung ist ein dquivarianter Vektorraum.

Isomorphismen euklidischer Vektorrdume iiberfithren die wesentlichen Anteile inein-
ander: Fiir f € O(V)ist foimoof~! — O(fW) der wesentliche Anteil von fooof~1.
Orthogonale Darstellungen sind genau dann (A4)-dquivalent, wenn ihre wesentlichen
Anteile (A3)-dquivalent sind. Fiir lediglich lineare Darstellungen gilt analoges.

Einer beliebigen linearen Darstellung o: K — GL(V) 1dfit sich nun in natiirlicher
Weise ein Scheibentyp zuordnen: Wihle auf V ein invariantes Skalarprodukt 9. Sei
(0,9)" der wesentliche Anteil der jetzt orthogonalen Darstellung. Definiere den Schei-
bentyp von o als den Scheibentyp von (o,7)'. Je zwei Wahlen von 9 fithren geméifl
Proposition 2.5 und 2.6 zum selben Ergebnis, Bildung des wesentlichen Anteils von o,

gefolgt von der Wahl eines invarianten Skalarproduktes, ebenfalls.

Scheibendiagramme

Sei H <« G — Diffeo(M) eine dquivariante Mannigfaltigkeit und « € M. Der Schei-
bentyp der Scheibendarstellung p,: H, — GL(N; Hz) ist gemaf 2.7 wohldefiniert und
heifle der Scheibentyp der d4quivarianten Mannigfaltigkeit M im Punkte z.

Sei K — O(V) ein dquivarianter Vektorraum. Fasse diesen als die dquivariante
Mannigfaltigkeit K <« Norg(y) K — Diffeo(V) auf. Fiir z € V ist der wesentliche
Anteil o,' seiner Scheibendarstellung o, wiederum ein dquivarianter Vektorraum. Die
Setzung 0,' > o definiert eine Teilordnung auf Vr, aus der man durch Ubergang zu
den Isomorphieklassen eine Teilordnung auf St erhélt: Seien t und s Scheibentypen und
K — O(V) ein Représentant von 5. Genau dann ist t > 5, wenn t als Scheibentyp eines
Punktes der dquivarianten Mannigfaltigkeit K < Norg(y) K — Diffeo(V) auftritt. Der

o
(=]

2.7

N}
(00]
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groBte Scheibentyp ist ¢ := [1 — O(0)]; es ist der Scheibentyp einer jeden trivialen
Darstellung.

Eine Menge A von Scheibentypen, die mit einem Element auch alle gréfieren enthélt,
heifle ein (grobes) Scheibendiagramm. Sd bezeichne die Kategorie der Scheibendia-
gramme mit den Inklusionen als einzigen Morphismen. Ein minimales Element eines

Scheibendiagramms heifle ein Fufl dieses Scheibendiagramms. Fiir s € A heifle

d(S)::Sllp{dl 351,...,5d6A: 5 =51 < §9 <"'<5d}
die Tiefe und

h(s):=sup{h|3s1,...,5,b € A 51 <53 < --- <5, =5}

die Hohe von 5. Wegen dim V! < dim V! fiir 7 > o ist die Tiefe eines jeden Scheiben-
typs endlich. Das Supremum I(A) der Méchtigkeiten der totalgeordneten Teilmengen
heifle die Linge von A—ein geeigneterer Name wire vielleicht Ambitus. @ ist das
einzige Scheibendiagramm der Lange 0, und {e} ist das einzige Scheibendiagramm der

Lange 1.

Lemma. Die Menge A(M) der Scheibentypen der Scheibendarstellungen einer dqui-

varianten Mannigfaltigkeit M ist ein Scheibendiagramm.

BEWEIS. Sei 0: K — GL(V') die Scheibendarstellung eines Punktes € M und v € V.
Zu zeigen ist, dafl der Scheibentyp der Scheibendarstellung o,: K, — GL(N,Kv) der
K-Mannigfaltigkeit V in A(M) liegt.

Nach dem Scheibensatz ist H xxg V H-adquivariant diffeomorph zu einer offenen
Umgebung von z in M. Mit Hilfe des K-Prinzipalbiindels H XV — H X g V bestimme
ich Standgruppe und Scheibe im Punkte ev € H xg V: Es ist H., = K, und

T.H x T,V
Tie nK(e,v T,V

N.,Hev = (ewKlev) - N,Kv.
T.H x T,Kv T,Kv

Tie,0)K(e,v)

Damit ist aber die Schiebendarstellung in ev zu o, &quivalent, folglich gilt [o,] €

A(H xx V) C A(M). O

A(M) heifle das Scheibendiagramm von M. Seine Lénge tibertrifft die Dimension
von M um hoéchstens 1. Definiere die Lange einer dquivarianten Mannigfaltigkeit als
die Lénge ihres Scheibendiagramms.

Das Scheibendiagramm ist eine lokale Invariante in folgendem Sinne: Existiert zwi-
schen #dquivarianten Mannigfaltigkeiten M' und M ein surjektiver Mf-Morphismus
f:M' — M —siehe Definition 4.17—, so ist A(M') = A(M). Dies ist insbesondere

erfilllt, wenn M' als die topologische Summe [[ U, einer invarianten offenen Uber-
el
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deckung {U, | ¢ € I } von M gewihlt wird.

Das Scheibendiagramm eines dquivarianten Vektorraums V ist die Menge Sty [y
aller Scheibentypen, die grofier oder gleich [V] sind. Der Nullpunkt ist der einzige
Punkt von V mit Scheibentyp [V]. Das Scheibendiagramm der in 2.4 betrachteten
dquivarianten Mannigfaltigkeiten V. {0} und S(V') ist daher St |y}. Seine Linge ist
um eins kleiner als die von Sty[y). Dies ermdéglicht die vielfiltigen Rekursionen und
Induktionen im Zusammenhang mit Tubensystemen und Quotientenstrukturen in den

Paragraphen 4 bis 9.

VERGLEICH MIT JANICHS SCHEIBENDIAGRAMM

Zu vorgegebener Gruppe G definiert [Janich| den Scheibentyp zweier Darstellungen o
und 7 von Untergruppen von G wie in 2.1 unter (A2) ausgefithrt. Auf diesen Schei-
bentypen definiert ,,[7] > [0]: & [7] ist der Typ einer Scheibendarstellung der G-Man-
nigfaltigkeit G x g, V5 eine Teilordnung. Schliefllich heifit eine >-stabile Menge von

Scheibentypen ein Scheibendiagramm.

Die groben Scheibentypen und groben Scheibendiagramme sind eine Abwandlung

von Janichs Konzept in vier Punkten:

(1) Es werden orthogonale Darstellungen betrachtet.
(2) Es wird auf keine umgebende Gruppe Bezug genommen.
(3) Der Kern einer Darstellung bleibt unberiicksichtigt.

(4) Der triviale Summand einer Darstellung bleibt unberiicksichtigt.
Sie erfolgte im Hinblick auf die Definition der verschiedenen Quotientenstrukturen:

(i) Die Orthogonalitdt (1) ist fiir die Definition 2.3 der groben Scheibentypen uner-
heblich (siehe 2.7), nicht aber fiir die Definition 5.2 der Vr-Quotientenstrukturen
(sieche Bemerkung 5.7).

(ii) Die Definition 7.5 einer Mf-Quotientenstruktur setzt die Wahl einer Sd-Quoti-
entenstruktur voraus. Damit eine Sd-Quotientenstruktur, d.h. eine Linearisie-
rung eines Scheibendiagrammes, fiir méglichst viele Aquivariante Mannigfaltigkei-
ten gleichzeitig verwendbar ist, enthélt, was in (2) bis (4) zum Ausdruck kommt,
ein Scheibendiagramm so wenig Information wie moglich, dennoch so viel wie zur

Definition 5.4 einer Sd-Quotientenstruktur nétig.

(iii) Insbesondere kann (4) verlangt werden, da eine Mf-Quotientenstruktur mit Hilfe
der Normalenbiindel der Scheibentypenstrata erkldrt wird. Deren Fasern sind
namlich laut Lemma 2.13 die nichttrivialen Summanden der Scheibendarstellun-

gen.

Janichs Scheibentypen und Scheibendiagramme treten in dieser Arbeit nur selten auf,
und nur, wo ich eine Verwechslung meiner mit Janichs befiirchte, nenne ich meine

Scheibentypen und -diagramme grob.

2.9
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Stratifizierungen

Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Eine Menge S paarweise disjunkter
— Strata genannter — Untermannigfaltigkeiten von M heifit eine Stratifizierung von

M, wenn gilt:

(1) Jeder Punkt von M besitzt eine Umgebung, die nur endlich viele Strata schneidet.

(2) Schneidet ein Stratum den Abschlufl eines anderen, so liegt es bereits ganz in

diesem Abschlufl.

Eigenschaft (1) wird lokale Endlichkeit, (2) wird Randbedingung genannt.

X < Y:& X CY definiert eine Teilordnung auf S; beziiglich dieser sind Hohe h(X)
und Tiefe d(X) eines Stratums X und Linge [(S) der Stratifizierung gemeint.

S heifit Whitney-Stratifizierung, wenn zusitzlich je zwei Strata Whitneys Bedin-
gung (b) erfiillen; siehe etwa [Mather I], S. 14, oder [Lellmann], S. 20. Allerdings
spielt der Begriff in dieser Arbeit eine untergeordnete Rolle, da alle betrachteten Stra-
tifizierungen von Mannigfaltigkeiten Tubensysteme zulassen (siehe Korollar 4.19 und
Proposition II 3.9), welches eine schirfere Bedingung darstellt.

Sei eine dquivariante Mannigfaltigkeit H « G — Diffeo(M) gegeben. Setze fiir
s € St My := {z € M | s ist der Scheibentyp in z}. Nach [Lellmann], S. 21,
i.V.m. Lemma 2.12 ist { M. | s € A(p)} eine Whitney-Stratifizierung, welche die
Scheibentypenstratifizierung der dquivarianten Mannigfaltigkeit M heiflen soll. Die
Strata wurden mit Hilfe der H-Operation definiert, sie sind jedoch G-invariant: Da H
normal in G liegt, ist ndmlich

gH,g™' = g(G.NH)g™" = gGog ' NH = Gy NH = Hy,
und gHzx = Hgz fir g € G, weshalb
H, x ToM/T, gy —— ToM/T, Hs
gH g™ x ngM/nggH:c e Tsz/nggHa:
(h , v+T;Hz) +—— hv+T,Hz
(ghg_l ’ 90+nggH€B) b ghv+nggH:c

eine Aquivalenz der jeweiligen Scheibendarstellungen ist.
Teilt man die Isotropiedarstellungen der H-Mannigfaltigkeit M in mehr oder weniger

feine ,verniinftige* Aquivalenzklassen ein, so erhilt man Stratifizierungen von M, die
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sich nur um Zusammenhangskomponenten unterscheiden:

Lemma. Sei M eine H-Mannigfaltigkeit und m ein Punkt von M. Setze
X:={zeM|dmH, =dimH,, N #no(H;) = #no(Hpm)} und
Y :={y € M | Janichs Typen der Scheibendarstellungen in y und m sind gleich }.

Dann gibt es eine H-invariante Umgebung U von m in M mit X NU =Y NU.
DErR BEWEIS folgt leicht mit Hilfe des Scheibensatzes. [

Die meisten Aussagen gelten daher gleichermafien fiir alle diese Stratifizierungen.
Dieses Phanomen ist fiir Stratifizierungen typisch. Mather reserviert das Wort ,,Stra-
tifizierung“ deshalb fiir einen in [Mather II] eingefithrten, von Zusammenhangsfragen
unabhingigen Begriff.

Die Existenz des grofiten Scheibentyps e sichert die Existenz des grofiten Schei-
bentypenstratums M., genannt das Hauptstratum von M. Bei zusammenhingendem
Quotienten F \M ist es gleich dem in 1.3 definierten Hauptorbitbiindel. Damit klart

sich auch die Bedeutung des Begriffs der homogenen Operation:
H operiert homogen auf M < M =M, < AM)={} < [(AM))=1

LOKALE SITUATION

Sei M eine dquivariante Mannigfaltigkeit und x € M. Die H-Operation gibt Anlaf}
zur Definition verschiedener Untergruppen von H, namlich der Standgruppe K := H,
und ihres Normalisators N := Norg K:

K <« N < H

Desweiteren liegen verschiedene z enthaltende Untermannigfaltigkeiten von M nahe
zu betrachten: Der A-Orbit Nz von z, der H-Orbit Hz, die Menge My der Elemente
mit derselben Standgruppe wie z und die Menge M k) der Elemente mit zu K in H
konjugierter Standgruppe:

Hz
Nz M(K) C M

Mg

Nz und Mk sind blofl N-invariant. Hz und M k) sind ihre H-invarianten , Erzeug-
nisse“, weshalb Hz = H Xy Nz und Mgy = H xn Mg gilt. Umgekehrt ist Nz der

Schnitt von Hzx und Mg . Obiges Diagramm fithrt zu Inklusionen der Tangentialrdume

2.12
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T.Hx

C C
T:cMK

und Quotientenabbildungen zwischen den Normalenridumen

N_ Hz

- N
N e

N, Mg

NN N. Mgy «—— N, M.

Die K-Operation spaltet diese Vektorrdume in nichttrivialen Summanden ( )’ und
trivialen Summanden ( )¢riy: Der triviale Summand von T, M ist gerade T, Mg, folg-
lich ist T, Mgy = (TEM(K))triV—I—TzH:c. Uber T, Hz 148t sich i. a. nichts aussagen. Da
Hr =~ H / K iiberdies nur gruppentheoretische Information enthélt, teilt man T, Hz
aus Ty M heraus und erhilt die sog. Scheibe N, Hz. Fiir diese gilt nun das

Lemma. Das Kompositum (N,Hz) — NyHx —» N,M g ist ein Isomorphismus,
d. h. in jedem Punkt ist der Normalenraum am Stratum gerade der nichttriviale Sum-

mand der Scheibe.

BEWEIS. Nach dem Scheibensatz kann M = H Xg V und z = [e,0] angenommen
werden. Dann ist V — M — H / K ein Vektorbiindel, Hx = H x i {0} sein Nullschnitt
und Mgy der Totalraum des Unterbiindels Viziy — M — H/K Aus

T.M=VoT.Hr, To:My) = Viriv®ToyHr und N, Hzx =V

folgt die Behauptung (N, Hz)' = N. M. O

Dies verschirft die bekannte Aussage, dafl die Scheibendarstellung eines Punktes
des Hauptorbitbiindels trivial ist. Wegen Lemma 2.12 gilt Lemma 2.13 ebenso fiir das

Scheibentypenstratum anstelle des Orbittypenstratums.

BEISPIEL. Die Teilungsgruppe H := {(A,B) € O(2) x O(1) | B = det A} und die

Operation

o: (0(2) x0(1)) x R® —— R®

(A, B) ,z) —— (A B)w
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definieren die dquivariante Mannigfaltigkeit H < O(2) x O(1) —%> Diffeo(R?). Diese
zeigt trotz niedriger Dimension bereits ,allgemeine” Ziige:

(1) Es sind sowohl Ausnahme- als auch singulire Orbits vorhanden.

(2) Eine der Konjugationsklassen der Standgruppen ist nichttrivial.

(3) Es treten triviale wie nichttriviale Darstellungen der Standgruppe auf dem Tan-
gentialraum des Orbits auf.

(4) Es gibt miteinander nicht vergleichbare Scheibentypen.

Skizze Orbits Hz

0(2)

VRN
~N 7

Punkt

Standgruppen H, Scheibendarstellungen p,: H, — GL(N,Hz)

2-dim. trivial

/\ P

2-dim. Standard 1-dim. Standard
SO( {ld S“‘} @ 1-dim. trivial @ 1-dim. trivial

N, NS

2-dim. Standard
@ 1-dim. Determinante

Strata M, Skizze des Quotienten

PN

R~{0} R2~{0}

e

{0}
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Die Diagramme und Zeichnungen geben eine Zusammenstellung der eingefiihrten Be-
griffe. Dabei sind R? und R? als die Teilmengen R? x 0 und 0 x R? des R® aufzufassen.
Fiir 0 # = € R? bezeichnet s, die Spiegelung an Rz. Fiir z € R® wird T,R® mit
R3 identifiziert. Da p|g eine Darstellung ist, ist die Isotropiedarstellung in z die Ein-
schrankung von |y auf die Standgruppe H,. Die Skizze zeigt die verschiedenen Strata
sowie einen Orbit jeden Typs. Das Scheibendiagramm besteht aus vier in Form einer

Raute angeordneten Elementen; sein Fuf} ist [p|g], seine Linge ist 3.

§3 Aquivariante Vektorbiindel

Reduktion der Strukturgruppe bei dquivarianten Prinzipalbiindeln

AFFINE GRUPPENRAUME

Sei A x § — A eine einfach transitive, differenzierbare Rechtsoperation einer kompak-
ten Liegruppe. Aut(A) bezeichne die S-dquivarianten Diffeomorphismen von A. Fiir
a,b € A bezeichne a\b das eindeutig existierende Element von S mit aa\b = b. Jedes

o € A stiftet den Isomorphismus rechter S-Raume

S «—— A
§ — 08

o\& —— a

und den Isomorphismus topologischer Gruppen

S ——— Aut(4),
s —— (a — os O\a,)

O\f(O) —A f
so daf} insgesamt das Diagramm

(t,r,8) —— trs

Sx8xS — S

L]

Aut(d) xAx S —— A

kommutiert.

AQUIVARIANTE PRINZIPALBUNDEL
Sei H ein Normalteiler einer kompakten Liegruppe G, P —— B ein differenzierbares

Prinzipalbiindel mit der kompakten, lieschen Strukturgruppe & und p eine differen-
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zierbare Operation von G auf P durch Prinzipalbiindelautomorphismen, d.h. die Ope-
rationen von G und S auf P kommutieren: G x P x § — P, (g,p,s) — gps, weshalb
G auch auf B operiert.

Sei p € P und b := 7(p). Die Standgruppe H;, operiert auf der Faser P, durch
Automorphismen, da p aber geméf 3.1 einen Isomorphismus zwischen Aut(P;) und S
stiftet, erhalten wir insgesamt den Morphismus Hy — S, h — p\hp, den ich mifibrauch-
lich Isotropieoperation von p|g im Punkte p nennen will. Setze K(p) := im:, und
N(p) := Norsim,. Fiir g € G und s € S ist

taps = 8 ip(g T o g) s,
folglich K(gps) = K(ps) = s7*K(p)s und N (gps) = N(ps) = s N (p)s.

Definition. Ein Quadrupel (H,G,p, P) heifit dquivariantes Prinzipalbiindel, wenn
G eine kompakte Liegruppe, H ein Normalteiler von G, P — B ein differenzierbares
Prinzipalbiindel mit nichtleerer Basis B und kompakter, liescher Strukturgruppe & und
o ein stetiger Homomorphismus von G nach Aut(P) ist, so dafl die H-Operation auf
B homogen ist und alle im¢,, p € P, in S konjugiert sind. Schreibe statt (H, G, o, P)
auch H < G —% Aut(P) oder kiirzer p oder P.

Sei H « G — Aut(P) ein dquivariantes Prinzipalbiindel mit Strukturgruppe S und
H' <« G' — Aut(P') ein dquivariantes Prinzipalbiindel mit Strukturgruppe &',

H —>* . H
G —2 ., @

ein kommutatives Diagramm von Liegruppenmorphismen, u:S — S’ ein Isomorphis-
mus, f: P — P' eine A X p-dquivariante Abbildung, so dafl fiir p € P p(imep) = ime g,
gilt. Dann heifit (5, A, u, f) ein Morphismus dquivarianter Prinzipalbiindel. Schreibe
statt (52, A\, p, f) kurz f. Dies definiert die Kategorie Pb.

Sei nun P ein dquivariantes Prinzipalbiindel. Betrachte die Operation

(HxS)xP —— P.
((h , 8) p)l—————> hps~1

Die Standgruppe von p € P ist genau der Graph der Isotropieoperation ¢,:
(H ><S)p = {(h,s) €EH xS | hEH,r(p) /\S:Lp(h)}

Daraus folgt mit Hilfe von Korollar C.3, dal H x S homogen auf P operiert.

3.3

3.4
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Satz. Sei P ein dquivariantes Prinzipalbiindel und o € P. Dann ist

R(o):={pe P |K(p) =K(o)}

eine G-invariante Reduktion der Strukturgruppe auf N'(o). { (R(p), N(p)) | p€ P} ist
gerade eine Konjugationsklasse von Reduktionen (siehe Definition B.2). R(o) ist selbst
wieder ein dquivariantes Prinzipalbiindel. Ein Pb-Morphismus f: P — P' schrinkt
sich zu einem Pb-Morphismus R(o) — R(f(0)) ein.

BEWEIS. Setze L := (H x S),. An die Bezeichnung P, = {p€ P | (H xS), = L} sei

erinnert. Es ist
Norgxs L = {(h,s) € H XS |h € Norg Hro A thos-1 =to} C Norg Hr, x N(0).

Sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit H \P / S = H\B zusammenhingend. Dann
ist P = Pg) = (H x S) XNorz Pr und R(o0) = (H X /\f(o)) XNor L Pr. N(0) operiert
auf R(o) frei von rechts mit R(O)/N(o) = P/S.

Wegen K(gp) = K(p) = K(o) fiixr p € R(o) und g € G ist auch gp € R(o), R(0)
mithin G-invariant. Zu p € P gibt es s € S mit ps™* € R(0). R(p) = R(0)s = R(os)
und N (p) = s *N(0)s = N(os) zeigt die Aussage iiber die Konjugationsklasse. Die

letzten Aussagen folgen leicht aus den jeweiligen Definitionen. O

Das Konjugieren von Reduktionen 148t sich als ein Pb-Isomorphismus auffassen:

s € S konjugiere R(o) in R(p), d.h. R(p) = R(0)s und N (p) = s7'N(0)s. Setze

f: Ro) —— R(p) 4 H: NO) —— N).

r TS n +——— s lns
Dann ist (idg,idg, i, f) ein Pb-Isomorphismus.

VERTRAGLICHKEIT MIT SCHACHTELUNG
Sei (¢, u,v,m) ein geschachteltes Prinzipalbiindel (siche Definition B.4), auf dem H « G
operiere, soll heiflen: G operiert durch ein gegebenes p, auf P, = P¢ und durch

0u = 0y Xs, idp, auf P, = P, X5, P,. Es geniigt die Vorgabe der symbolisch mit

H

bezeichneten Daten. Sei o € P,, p € P, und b := m,(p). Die Isotropieoperation von
o, im Punkte op := [o,p] € P, 1afit sich durch diejenigen von ¢, |y in o und von

ay|x(o) in p ausdriicken:



§3 Aquivariante Vektorbiindel 33

Lemma.

(1) Hop = 171 (K(0)y) ist die Definitionsmenge,

(2) top = tp 0 (tolH,,) die Abbildungsvorschrift und
(3) K(op) = K(p) die Bildmenge von v,p.

BEWEIS.

(1) he;}(K(o)s) < o\hoeK(o)y < o\hob=0b < hob=o0b <> h € Hy
(2)  optop(h) = hop = oto(h)p = opty(to(h)), zu lesen in P,.

(3) folgt aus (1) und (2). O

. Ko

K
7~
7

G D Hyo DO HK(ohp) —— K@ < &,

op

Sei zusitzlich H <« G — Aut(P) ein dquivariantes Prinzipalbiindel und o € P, so
dal P, = R(o) die Reduktion der Strukturgruppe auf S, = N (o) gemif Satz 3.5 ist.
Ferner sei a, dergestalt, dafi K(0) <« N(0o) =% Aut(P,) ebenfalls ein dquivariantes
Prinzipalbiindel ist.

Proposition. Auch H 1« G —% Aut(P,) ist ein &quivariantes Prinzipalbiindel und

fiir p € P, stehen die Reduktionen R,(p) von P, und R,(op) von P, in der Bezichung

R,(op) = R(0) X n(0) By(p)-

BEWEIS. Dafl H homogen auf B, operiert und alle K(m), m € P,, in S, konjugiert
sind, iiberpriift man mit Hilfe von 3.3, 3.4 und Lemma 3.7. Wegen Lemma 3.7 (3) gilt
nun fiir r € R, q € Py:

rq € R,(op) <+ K(g)=K(rq) =K(op)=K(p) <+ q€Ry(p). O

Aquivariante Vektorbiindel

Sei £ = (E ,7,B,0(F),0,F, Ql) ein differenzierbares riemannsches Vektorbiindel (siehe
B.1). Die typische Faser F ist ein euklidischer Vektorraum, O(F') die Strukturgruppe

3.7

3.8



3.9

34 Kapitel I Differenzierbare Strukturen auf Orbitrdumen

und o die Standardoperation von O(F') auf F. Aut({) ist die Gruppe der Biindelab-

bildungen
E E
57

-
so daf} f und f Diffeomorphismen sind und f faserweise linear und isometrisch? ist.

f

Sei nun G eine kompakte Liegruppe, H ein Normalteiler von G und g eine Operation
von G auf E durch solche Automorphismen. Wir erhalten dquivariante Mannigfaltig-
keiten H 4 G —%- Diffeo(E) und H <« G 2, Diffeo(B) sowie fiir jedes b € B die
orthogonale Darstellung Hy —2*~ O(FE}) der Standgruppe des Fufipunkts auf der Faser.

Fiir jedes e € E} bilden die Scheibendarstellungen eine exakte Sequenz

H, = H, C Hy
O O 9) (W)
0 —— TeBy/T,Hye —— TeE/T.He —— Ty B/T, Hp —— 0.

Der Nullschnitt B — E, b +— 03, dessen Bild Og ebenfalls Nullschnitt genannt
wird, bedingt eine Aquivalenz der Darstellung H, — GL(Tb B / T, H b) zur Darstel-
lung Hy, — GL(Tob OE/TOb H(]b) und fiir e = 0 eine kanonische Spaltung obiger

Sequenz:
To, E/1y. HO, = To, Ev ® To B/1, g als Hy-Moduln.

Definition. Ein Quadrupel (H, G, p,£) heifle ein dquivariantes Vektorbiindel, wenn G
eine kompakte Liegruppe, H ein Normalteiler von G, ¢ ein differenzierbares riemann-
sches Vektorbiindel mit nichtleerer Basis und p ein stetiger Homomorphismus von G
nach Aut(¢) ist, so dal der Nullschnitt ein Scheibentypenstratum der H-Operation auf
dem Totalraum ist. Schreibe statt (H,G,p,{) auch H < G —% Aut(¢) oder kiirzer o
oder E.

Seien H 4 G —% Aut(¢) und H' « G' N Aut(¢') dquivariante Vektorbiindel. Sei

ein kommutatives Diagramm

H —~=* + H

||

G —2 ., @

1 Monometrie“ steht in dieser Arbeit fiir ,,metrischer Morphismus® und ,,Jsometrie“ fiir ,,metrischer
Isomorphismus®.
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von Liegruppenmorphismen und ein A-quivarianter Biindelmorphismus

f

E —— F

||

B 1, p,
der faserweise linear und isometrisch ist, gegeben. f erhalte den Scheibentyp, d.h.
Vi: f(E¢) C E'¢. Dann heiBt (s, ), f, f) ein Morphismus #quivarianter Vektorbiindel.
Schreibe statt (s, A, f, f) kurz f. Dies definiert die Kategorie Vb.

Lemma. Zu jedem dquivarianten Vektorbiindel H « G — Aut(FE) gibt es genau einen
Scheibentyp s, so daf gilt:

(1) H « G — Diffeo(E) ist eine dquivariante Mannigfaltigkeit, ihr Scheibendiagramm
ist Stys, ihr tiefstes Stratum Eg ist der Nullschnitt 0.

(2) H « G — Aut(B) ist eine dquivariante Mannigfaltigkeit, ihr Scheibendiagramm
ist {e}.

(3) Fiir b € B ist im g — O(E}) ein dquivarianter Vektorraum vom Scheibentyp s.

(4) Fiir t € St ist (E()y = (Ep)¢, d. h. Stratum- und Faserbildung vertauschen.

(5) In O(F') gibt es genau eine Konjugationsklasse (K) von Untergruppen, so daf

K — O(F) ein dquivarianter Vektorraum vom Scheibentyp s ist.

BEWEIS. Nach Definition eines dquivarianten Vektorbiindels gibt es s mit Es = 0.
Wegen H, C Hy( fiir e € E und Lemma 2.12 ist Op tiefer als jedes andere St-Stra-
tum, also A(E) = Sts.

To, O / To, HOp ist gemifl Lemma 2.13 der triviale Summand der Scheibendarstel-
lung im Punkte 03, folglich ist A(B) = {e}. Die exakte Sequenz (#) zeigt, dafl die
Scheibendarstellung der Hp-Mannigfaltigkeit Fy im Punkte e und die Scheibendarstel-
lung der H-Mannigfaltigkeit £ im Punkte e vom selben Typ sind. Fiir jeden Schei-
bentyp t ist daher (Ep)¢ = (E¢)s, woraus A(Ep) = A(E) folgt. Ej hat keinen trivialen
Summanden: Ej triv. = (Ep)s = (Es)p = {0}.

Wihle b € B und f € O(F, E}) und setze K := f~! oim g o f. Fiir verschiedene
Wahlen durchlauft K seine Konjugationsklasse. [

Beziehung zu dquivarianten Vektorrdumen

Sei F — E —"> B ein dquivariantes Vektorbiindel. Das O(F')-Prinzipalbiindel von E
ist P := Hom(F, E). Dabei ist F' als riemannsches Vektorbiindel iiber einem Punkt
{*} aufzufassen und mit Hom sind die faserweise linearen und isometrischen Biindel-
abbildungen gemeint. p € P ist also eine lineare Isometrie p: F — Ej, wobei b das Bild
von * unter P ist. (Siehe B.3.)

Gemifl Lemma 3.10 sind alle tatsdchlichen Fasern und nach Wahl von K < O(F)

3.10

3.11
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auch die typische Faser isomorphe &dquivariante Vektorrdume. Sei R die Menge der
Biindelabbildungen von F' nach E, die faserweise Vr-Morphismen sind, d.h. » € R} ist
1

eine Isometrie r: F' — Ej, so dafl im g, =r o K or™" ist.

Lemma. R ist eine G-invariante Reduktion der Strukturgruppe auf Aut(F'), d.h.
auf Norg(py(K). Die Reduktionen zu verschiedenen Wahlen von K bilden genau eine

Konjugationsklasse.
BEWEIS. Alle g, haben denselben Scheibentyp s. Da fiir jedes p € P

HyxF —2 F

Hb X Eb — e Eb
eine Aquivalenz von Darstellurigen ist, haben auch alle ¢, den Scheibentyp s, d.h. alle
im¢, sind in O(F') konjugiert. Auflerdem operiert H laut Lemma 3.10 homogen auf

der Basis. Die Behauptung ist nun eine Anwendung des Satzes 3.5. O

!

Sei F! — E' - B’ ein weiteres dquivariantes Vektorbiindel, und zwar gelte
A(E') = A(E). Wihle K' < O(F') gemifi Lemma 3.10 und einen Vr-Isomorphis-
mus p: F — F'. P' und R’ bezeichnen die P und R entsprechenden Grofien von E'.
Setze

w: Aut(F) ——  Aut(F').

k ——— fokof?!

Dann entsprechen die Pb-Morphismen g: P — P’ durch Einschrinken umkehrbar ein-
deutig den Pb-Morphismen h: R — R’ und diese via f = h X,, ¢ den Vb-Morphismen
f: E — E'. Einpriagsamer formuliert heifit das:

Proposition. Die dquivarianten Vektorbiindel sind bis auf Isomorphie genau die zu
einem dquivarianten Prinzipalbiindel assoziierten Faserbiindel mit einem dquivarianten

Vektorraum als Faser:
E = Pxom¥F = RXpuwrltF,

und die Vb-Morphismen sind bis auf Isomorphie genau die zu einem Pb-Morphismus

assoziierten Abbildungen:

h x idp: R X Aut(F) F — R X Aut(F) F.

idput(F)

VERTRAGLICHKEIT MIT SCHACHTELUNG
Seien E, P, s, K und R wie in 3.11 gegeben, t > 5 ein Scheibentyp und L — O(W)

ein Reprasentant von t. Dann ist das Normalenbiindel NE; des Stratums E; ein
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geschachteltes Faserbiindel (siehe Definition B.4):

(1) Fy — E¢— B ist das untere Biindel, genannt {. Es gilt Ey = R X py¢(F) Ft.

(2) NFy — NE¢ — B ist das dufiere Biindel, genannt v. Es gibt NE; = R X pyy(r) N Fy.

(3) W — NF; — Fyist das innere Biindel, genannt 7. 7 ist vermége der K < Aut(F)-
Operation ein dquivariantes Vektorbiindel mit tiefstem Scheibentyp t. Die obige
Wahl von L fiihrt zur Reduktion der Strukturgruppe NFy = R, X auw) W.

(4) W — NE¢ — E; ist das obere Biindel, genannt u. p ist vermoge der H < G-
Operation ebenfalls ein dquivariantes Vektorbiindel mit tiefstem Scheibentyp t,
und L fithrt zur Reduktion der Strukturgruppe NE( = R, X puyw) W.

Wihrend sich E wahlweise als P X (F) F' oder als R X gu¢(r) F' schreiben liefl, kénnen

¢ und v nur noch als assoziiert zum Aut(F')-Prinzipalbiindel R aufgefafit werden.
Lemma. Rl’l ~R X Aut(F) R.,’, fOIgllCh ist NE{ =R XAut(F) R"? XAut(W) w.

BEWEIS. Wende Proposition 3.8 auf obige Situation an. [

Beziehung zu dquivarianten Mannigfaltigkeiten

Sei H 4 G — Diffeo(M) eine dquivariante Mannigfaltigkeit und s ein Scheibentyp. Das
Normalenbiindel N M, — M, des St-Stratums M, ist nach Wahl einer typischen Faser
und einer riemannschen Metrik ein dquivariantes Vektorbiindel H « G — Aut(N M),
denn s ist der tiefste Scheibentyp von N M und das Stratum (N M;)e ist gleich dem
Nullschnitt. Verschiedene Wahlen fithren offenbar zu isomorphen dquivarianten Vek-
torbiindeln. Sei umgekehrt H « G — Aut(E) ein dquivariantes Vektorbiindel. Dann
ist das Normalenbiindel des Nullschnitts Og, d.h. des tiefsten Stratums, isomorph zu E
(siehe 4.1). Damit ist gezeigt

Proposition. Die dquivarianten Vektorbiindel sind bis auf Isomorphie genau die Nor-

malenbiindel der Scheibentypenstrata dquivarianter Mannigfaltigkeiten.

Im Sinne der Propositionen 3.13 und 3.16 sind die dquivariante Vektorbiindel das
Bindeglied zwischen dquivarianten Vektorrdumen und &quivarianten Mannigfaltigkei-

ten.

§4 Tubensysteme

Tubenumgebungen

Sei E —"5 X ein Vektorbiindel. Die Faser des Vertikalbiindels V E := ker T'r iiber

e € E ist der Tangentialraum 7, FE ) in ¢ an der Faser E, ). Die Isomorphismen

3.15

3.16

4.1
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TeyEre, — Ere,, 5%2—|€1 i ey, fiigen sich zum Isomorphismus

VE = Exx FE %Lzl —i (e1,€2)
N N S
€1

zusammen. Die Menge Og der Nullpunkte aller Fasern heifit ebenso wie die Abbildung
X — E, ¢ — 0, der Nullschnitt des Vektorbiindels. Letzterer fithrt zu der Zerlegung
TE|o, = VE|o,®T 0g, woraus die Isomorphien N 0g = V E|y, = E folgen. Ist speziell
X eine Untermannigfaltigkeit und E ihr Normalenbiindel, so folgt NOnyx =& NX.

Sei nun X eine Untermannigfaltigkeit von M, NX —— X das Normalenbiindel
von X in M und U eine offene Umgebung von Onx in NX. Eine offene Einbettung
p:U — M heift eine Tubenabbildung, wenn

v — - M
U U

kommutiert und NX = NOyx Ne, NX die Identitit ist. Ein Paar (¢,?) aus einer Tu-
benabbildung ¢ und einer riemannsche Metrik ¥ auf NX heit eine Tubenumgebung’
von X in M. Statt (¢,9) schreibe ich meist wieder .

Der Zweck von Tubenumgebungen ist es, sich von der umgebenden Mannigfaltigkeit
zu befreien und statt dessen mit einem Vektorbiindel zu arbeiten. Die riemannsche
Metrik benotige ich, um spéater orthogonale Scheibendarstellungen zu erhalten.

Sei (p:U — M,9) eine Tubenumgebung von X in M, M' eine Mannigfaltigkeit
und f:o(U) — M' eine offene Einbettung. Dann ist f(X) eine Untermannigfaltigkeit
von M', Nf: NX — Nf(X) ein Isomorphismus, fop o (Nf)"1: Nf(X) — M' eine
Tubenabbildung und f,9 eine riemannsche Metrik auf N f(X). Die so definierte Tu-
benumgebung f.(p, V) heifle die mittels f iibertragene Tubenumgebung von f(X) in
M'.

»L'(U) := Menge der Tubenumgebungen von U in M“ fiir U C X definiert eine

offen
mengenwertige Pragarbe T' auf X. Setzt man wie tiblich

T(4):= lm T(U),

ACU C X
offen
sind dadurch Tubenumgebungen fiir beliebige Teilmengen einer vorgegebenen Unter-
mannigfaltigkeit, ndmlich als Keime, sowie das Einschrénken von Tubenumgebungen

auf beliebige Teilmengen definiert. Die Einschriankung einer Tubenumgebung ¢ auf

leigentlich ,,R6hrenumgebung®
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eine Teilmenge A von X bezeichne ich nie mit ¢|4, sondern mit res4(¢). ,eine Tube-
numgebung auf A“ bedeutet fiir nichtoffenes A stets ,,der Keim in A einer Tubenum-
gebung®.

Zum bequemeren ,lokalen“ Arbeiten sei fiir Funktionen, Tuben und dhnliches ver-

einbart:

(1) Zwischen Keimen und deren Représentanten braucht ab gleich nicht mehr unter-
schieden zu werden.
(2) ,nahe” heifit ,in irgendeiner Umgebung von“.

(3) f1 M >— M' heit f:U — M' mit U C M.
Zwei Tubenabbildungen ¢p:U — M und ¥:V — M von X in M heiflen dquivalent,

wenn sie nahe Oy x gleich sind. Eine Aquivalenzklasse zusammen mit einer riemann-
schen Metrik des Normalenbiindels heifit eine Tube von X in M.

Ist ([¢],9) eine Tube von X in M und f: M >— M' eine nahe X definierte of-
fene Einbettung, so definiere die iibertragene Tube f,([p],¥) als Aquivalenzklasse der
Ubertragung eines geeigneten Reprisentanten. Ist statt f g: M' >— M gegeben, so
dafl g7! nahe X existiert und eine offene Einbettung ist, so schreibe fiir die mittels
g~ ! iibertragene Tube auch g*([p], V) statt g~ ([¢], ).

Die Tuben bilden sogar eine Garbe 7 auf X. [[¢]] € T(A) ist Keim einer Tube
[p] € T(U), UUig.A geeignet, welche ihrerseits Keim einer Tubenumgebung ¢ € T'(U)

ist. Dies wissend braucht zwischen ¢, [p] und [[¢]] kaum noch unterschieden zu werden.
Die Aussagen dieses Paragraphen iiber Fortsetzbarkeit von Tuben, Tubensystemen und

—1in §8 —Isotopien derselben implizieren die Weichheit der jeweiligen Garbe.

EXISTENZ UND EINDEUTIGKEIT VON TUBEN
Eine differenzierbare Abbildung h:I x M — M heifit eine Diffeotopie von M, wenn
ho = idps und fiir jedes t die Abbildung h; ein Diffeomorphismus ist. Der Trager einer
Diffeotopie ist definiert als supp(h):=cl({z € M | It € I: hy(z) # z }).

Eine Tubenabbildung ¢ heifit vertrdglich mit einer Abbildung f: M — P, wenn
foe = fom nahe Onyx gilt. Den Sinn dieser Definition erhellt Definition 7.2.

Die weitreichenden Aussagen von [Lellmann] kénnen nun inhaltlich vollstindig wie-

dergegeben werden:

Starker Isotopiesatz fiir Tuben. Sei G eine kompakte Liegruppe, f: M — P eine
dquivariante, differenzierbare Abbildung von G-Mannigfaltigkeiten, X eine abgeschlos-
sene, invariante Untermannigfaltigkeit von M, so daB f|x: X — P submersiv ist; seien
¢ und v dquivariante, mit f vertrdgliche Tuben von X in M und A eine invariante,
abgeschlossene Teilmenge von X mit ¢ = 1 nahe A; sei V' eine invariante, abgeschlos-
sene Teilmenge von X und V eine invariante, in M offene Obermenge von V'; sei
N C M x M eine unter der Diagonaloperation von G auf M x M invariante Umge-

bung der Diagonale. Dann existiert eine d4quivariante, mit f vertrigliche, X punktweise

4.3

4.4

4.5

4.6
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festlassende Diffeotopie h: I x M — M, so daB

(1) (h1)xp =% nahe AUV,

(2) supp(h) C V,
(3) (hi(z),z) € N fiirallet € I, x € M.

BEWEIS. [Lellmann], S. 6-15. O

Starker Existenzsatz fiir Tuben. Sei G eine kompakte Liegruppe, f: M — P eine
dquivariante, differenzierbare Abbildung von G-Mannigfaltigkeiten, X eine invariante
Untermannigfaltigkeit von M, so daf} f|x: X — P submersiv ist; sei A eine invariante,
abgeschlossene Teilmenge von X und ¢ eine nahe A definierte, mit f vertragliche,

dquivariante Tube von X in M. Dann existiert eine dquivariante, mit f vertragliche

Tube v von X in M mit ¢ = ¢ nahe A.

BEWwEIS. [Lellmann|, S. 16-18. O

Tubensysteme

FAMILIEN

Eine Familie ¢ besteht aus einer Indexmenge I und einer Vorschrift, die jedem 7 € T
ein mathematisches Objekt —d.h. eine Menge— ¢; zuordnet. Schreibe fiir ¢ auch
(pi)ier. Zwei Familien (p;);er und (¥;)jes heiBen gleich, wenn I und J gleich (oder
kanonisch isomorph) sind und Vi € I: p; = 9; gilt. Die eindeutig existierende Familie

mit leerer Indexmenge heifle die leere Familie.

FAMILIEN VON TUBEN

Sei S eine Stratifizierung einer Mannigfaltigkeit M. Eine Familie (¢ x)xes heifit eine
Familie von Tuben zur Stratifizierung S, wenn fiir jedes X € S ¥ x eine Tube von X
in M ist. Wie in 4.5 bilden die Familien von Tuben zu einer festen Stratifizierung S eine
Garbe auf M, wodurch Restriktionen und Keime solcher Familien definiert sind. Ist
weiter S’ eine Stratifizierung einer Mannigfaltigkeit M', A eine Teilmenge von M und
M >—L M’ der Keim in A einer offenen Einbettung, die Strata in Strata abbildet, so
ibertragt f den Keim in A einer Familie von Tuben zur Stratifizierung S in den Keim
in f(A) einer Familie von Tuben zur Stratifizierung S’ durch Ubertragen der Keime

der einzelnen Tuben gemaf 4.4.

OBJEKTE UND SORTEN VON OBJEKTEN
Y heifit ein Objekt, wenn Y ein dquivarianter Vektorraum, ein Scheibentyp, ein Schei-

bendiagramm, ein dquivariantes Vektorbiindel oder eine dquivariante Mannigfaltigkeit
ist. Ob steht fiir Vr, St, Sd, Vb oder Mf; Vr, St, Sd, Vb bzw. Mf heifit die Sorte des
Objekts.

KURZE OBJEKTE
Die Objekte der Langen 0 und 1 sind leicht beschrieben:
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Linge 0: Aquivariante Vektorriume, Scheibentypen und dquivariante Vektorbiindel
gibt es nicht. Das einzige Scheibendiagramm ist @. Die Trigermengen der dquivari-
anten Mannigfaltigkeiten sind leer, die Operationen daher zutiefst trivial.

Lange 1: Der bis auf die Namen der Elemente einzige dquivariante Vektorraum ist
{1} — O({0}), seine Isomorphieklasse der einzige Scheibentyp e, das einzige Scheiben-
diagramm {e}. Die dquivarianten Vektorbiindel haben Rang 0, die Operationen auf

ihnen wie auf den dquivarianten Mannigfaltigkeiten sind homogen.

ZWEISPALTIGE OB-MATRIZEN
Fiir die fiinf Sorten von Objekten definiere ich den Begriff einer Ob-Matrix durch
Rekursion iiber ihre Lénge:

Rekursionsanfang: (A ¢ ) heifle eine Sd-Matrix der Linge 0, wenn A das leere

M 7’0) heifie eine M{f-Matrix der
A o

Lange 0, wenn auflerdem M eine dquivariante Mannigfaltigkeit mit leerer Tragermenge

Scheibendiagramm und ¢ die leere Familie ist. (

und 9 die leere Familie ist.

Rekursionsschritt: Seien Sd- und Mf-Matrizen der Liange k fiir 0 < £ < [ — 1 sowie
Vr-, St- und Vb-Matrizen der Liange k fiir 1 < k <1 — 1 bereits definiert.

Seien ein dquivarianter Vektorraum K — O(V) der Linge [ und eine Mf-Matrix

A

aquivariante Mannigfaltigkeit aufgefafit wird. Der Isomorphismus

(S(V) 22 ) der Lénge I — 1 gegeben, wobei die Einheitssphire S(V') gemifl 2.4 als

V0 = Rsygx S(V)

TV — (r,v)

liefert Tuben s := idr,, X xs der Scheibentypenstrata von V0. Sei 9y die kanoni-
sche Tube von {0} in V', bestehend aus dem Keim in 0 des kanonischen Isomorphismus

ToV = V und dem dadurch auf Ty V' definierten Skalarprodukt. Dannist 9 := (1s )s>[v]

eine Tubenfamilie zur Scheibentypenstratifizierung von V. Nenne nun (Z :ﬁ) eine
Vr-Matrix der Lange .
Seien eine Sd-Matrix (A ¢ ) der Liange [ — 1, ein Scheibentyp s mit St>s = A und

14
eine Familie (¥V)yecs gegeben. Fiir jedes V € 5 sei (Z 1/;0 ) eine Vr-Matrix der
Linge [ und jeder Isomorphismus f: V — W mit V,W € s iiberfithre 4" in 9". Dann

heif}t ( y 1’b) eine St-Matrix der Lange [.
A

Seien ein Scheibendiagramm A der Lange ! und eine Familie (¢°)sca gegeben. Fiir

jedes 5 € A sei ( ° ? ) eine St-Matrix der Lange I(5). Dann heifit (A )
St>5 (¢ )t>5

eine Sd-Matrix der Lénge [.
Seien eine Sd-Matrix (A ¢ ) der Liange [ und ein dquivariantes Vektorbiindel E mit

4.9

4.10

4.11

4.12

4.13
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A(E) = A gegeben. F sei die typische Faser von E und s der Fufl von A. Die Wahl von
K < O(F) gemaf Lemma 3.10 macht F' zu einem dquivarianter Vektorraum vom Schei-
bentyp 5. ¢ enthilt o, p° enthilt seinerseits die Familie ¥ . Zum anderen erméglicht
K die Reduktion R der Strukturgruppe von E auf Aut(F') gemiff Lemma 3.12. Fiir
t > 5 ist wegen NE¢ & R Xy ;) NF, (siehe 3.14) durch 9 := idg X pue(m)@” eine
Tube des Scheibentypenstratums N E¢ in E definiert. ¢ hingt nicht von der Wahl von

K ab. (i (Qp{(’);EA) heifit nun eine Vb-Matrix der Lange .

Seien eine Sd-Matrix ( A ¢ ) der Linge [, eine dquivariante Mannigfaltigkeit M mit
A(M) = A und eine Familie (9 )seca von Tuben zur Scheibentypenstratifizierung von

N M, x° )
St>s  (p")izs
eine Vb-Matrix ist. Die Tubenabbildung ¢s: NM; >— M ist der Keim im Null-

schnitt einer offenen Einbettung. s libertrage resgy,, (x*) in resps, (1). Dann heifit

M gegeben. Fiir jedes s € A existiert genau eine Familie x*, so daf§ (

(M ¢) eine Mf-Matrix der Linge [.
A

Damit ist die Rekursion beendet.

Bisher ist die Besetzung einer Sd-Matrix stets (e o), die Besetzung einer Ob-

Matrix mit Ob # Sd stets (: :) Definiere nun fiir Ob # Sd: (Z 90> heiflt eine

[}

.
daB A := A(Y), falls Ob = Vb oder Ob = Mf, bzw. A := (A(Y )~ Fuf}) = St-y, falls
Ob = Vr oder Ob = St. Definiere ebenfalls fiir Y € Ob # Sd: (Y ) heifit eine

Ob-Matrix der Besetzung (. .), wenn A und ¢ existieren, so daf} (Z :ﬁ) eine
Ob-Matrix ist.

Ob-Matrix der Besetzung ( .), wenn (A @) eine Sd-Matrix und Y € Ob ist, so

TUBENSYSTEME

Statt ,(A ) ist eine Sd-Matrix“ sage ich auch ,p ist ein Tubensystem von A“.
Statt ,,(Z :ﬁ) ist eine Ob-Matrix“, Ob # Sd, sage ich auch ,,% ist ein Tubensystem

auf (z 90>“ oder ,% ist ein Tubensystem von Y diber (A ¢)“. Statt (Y )

ist eine Ob-Matrix“ sage ich auch ,% ist ein Tubensystem von Y“. Man beachte den
g

Bedeutungsunterschied zwischen ,, Tubensystem® und ,,Familie von Tuben®.

KURzE TUBENSYSTEME

Jedes Objekt der Linge 0 oder 1 besitzt genau ein Tubensystem. Ein dquivarian-
ter Vektorraum, Scheibentyp, Scheibendiagramm oder dquivariantes Vektorbiindel der
Lénge 2 besitzt genau ein Tubensystem, da das Hauptstratum als offene Teilmenge
genau eine Tube besitzt und die Tube des tiefsten Stratums in der Definition vorge-

schrieben wird. Andererseits ist jede Familie von Tuben zur Scheibentypenstratifizie-
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rung einer dquivarianten Mannigfaltigkeit der Linge 2 ein Tubensystem.

BEMERKUNGEN

(1) Ein Vr-Tubensystem ¢ 1ifit sich aus seinem Keim res oy (%) im Nullpunkt rekon-
struieren. Zwischen Keimen im Nullpunkt und den ,ausgewachsenen“ Tubensystemen
braucht daher nicht unterschieden zu werden. Gleiches gilt fiir Vb-Tubensysteme und
ihre Keime im Nullschnitt.

(2) Sei V ein dquivarianter Vektorraum vom Scheibentyp s und ¢ ein Tubensystem
von Stse. Die Tubensysteme y von V iiber ¢ entsprechen umkehrbar eindeutig den
Tubensystemen % von s iiber : Setze fiir W € 5 "W := f,(x), wobei f ein beliebiger
Isomorphismus von V nach W sei. Wegen der Aut(V)-Aquivarianz von y ist "W
wohldefiniert. Setze umgekehrt y := V.

(3) Eine Sd-Matrix ist stets einzeilig, da bereits die Halbordnung des Scheibendia-
gramms der rekursiven Natur des Tubensystems Rechnung tragt. Ein Sd-Tubensystem
ist kein Tubensystem iiber einem anderen, sondern ein Tubensystem per se.

(4) Mit den Bezeichnungen aus der Definition 4.14 der Mf-Matrizen iibertrigt (1) !
den Keim resps, (¢) eines Tubensystems einer dquivarianten Mannigfaltigkeit in den
Keim resg,, (x*) eines Tubensystems eines dquivarianten Vektorraums. Dieser Uber-
gang heifle der Normalenabstieg von ¢ iiber das s-Stratum; vgl. (A3) in Definition
IT 3.6. Er ist in den Beweisen von Lemma 4.18 und Satz 7.7 entscheidend.

(5) Am Beispiel der dquivarianten Mannigfaltigkeiten soll gezeigt werden, daf sich
Tubensysteme auch rekursionsfrei definieren lielen: Sei 9 eine Familie von Tuben zur
St-Stratifizierung einer &quivarianten Mannigfaltigkeit M. Sei s € A(M). ¥X(v) sei
der Keim einer — dadurch eindeutig bestimmten — Tubenfamilie x zur St-Stratifizie-
rung von N Mg, so dafl gilt: x respektiert die Fasern (siehe Definition II 3.3), die Tube
Xs: NOnp, D>— N M; ist der kanonische Isomorphismus und fiir t > s ist die Tube x¢
Rs¢-Aquivariant. Dann ist fiir ¢ € M, die Faser N, M, ein euklidischer Vektorraum mit
einer Tubenfamilie x,. Das Bild der Standgruppe H, in GL(N,M,) operiert effektiv,
orthogonal, ohne trivialen Summanden und respektiert x,. Sind diese dquivarianten
Vektorrdume mit Tubenfamilie (N, M, x ;) fiir alle z € M, isomorph, und gilt dies fiir
alle s € A(M), so heifit ¢ ein Tubensystem der dquivarianten Mannigfaltigkeit M.

(6) Aus (5) wird deutlich, dafl es zu einem Objekt Y der Sorte Ob # Sd und einer

Familie ¢ hochstens eine Sd-Matrix (A ¢ ) gibt, so daf (z :ﬁ) eine Ob-Matrix

ist.
MORPHISMEN VON OBJEKTEN MIT TUBENSYSTEMEN
Die Morphismen von mit Tubensystemen ausgestatteten Objekten sollen grob ge-
sprochen diejenigen Morphismen der Objekte sein, die die Tubensysteme ineinander
iberfithren:

Eine Abbildung f: V — W heift ein (Vr,Ts)-Morphismus von (V' ¢ ) nach (W ),
wenn f ein Vr-Morphismus und f.(¢) = % ist. Sind V, W, ¥ und f gegeben, gibt es

4.16
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genau ein ¢, namlich ¢ = f*(¢), so daf} f ein (Vr,Ts)-Morphismus wird. Wie schon
die Vr-Morphismen sind auch alle (Vr,Ts)-Morphismen Isomorphismen.

Eine Abbildung f:s — t heifit (St,Ts)-Morphismus von (5 ¢ ) nach (t ), wenn
t=s5, f =ids und ¢ = p gilt.

Eine Abbildung f:I' — A heiit (Sd,Ts)-Morphismus von (I' ¢ ) nach (A ),
wenn I' C A, f die Inklusion und ¢ = 9| ist.

Eine Abbildung f: E — E' — eigentlich ein Tupel (5, ), f, f) wie in Definition 3.9 —
heifit ein (Vb,Ts)-Morphismus von (E ) nach (E' '), wenn f ein Vb-Morphis-
mus ist, und faserweise f;,(¥p) = ¢’?(b) gilt. Sind E, E’, ' und f gegeben, gibt
es genau ein 9, so dal f ein (Vr,Ts)-Morphismus ist. E ist der Riickzug f*(E')
von E' und v ist der in offensichtlicher Weise definierte Riickzug f*(¢') von ¢'. Ist f
ein Diffeomorphismus, so kann man f* auch als die Ubertragung von Tubensystemen
mittels f~! lesen. Wie schon die Vb-Morphismen sind auch alle (Vb,Ts)-Morphismen
faserweise Isomorphismen.

Seien H <4 G — Diffeo(M) und H' « G' — Diffeo(M') dquivariante Mannigfaltigkei-

ten. Eine Abbildung f: M — M' zusammen mit einem kommutativen Diagramm

H —=* ., H

| ’

G —2 ., @

von Liegruppenmorphismen heifit ein (Mf,T's)-Morphismus von (M ¢ )nach (M' '),
wenn gilt: f ist differenzierbar und A-dquivariant, fiir s € A(M) ist f(Ms) C M.,
Nf ist ein (Vb,Ts)-Morphismus von (NM, 9*(%)) nach (NM! +.*(¢)')) und

NM, N, NM

] u

4 P;. (v)

M —f . w

kommutiert nahe dem Nullschnitt Onagz, .

Nun endlich kénnen Mf-Morphismen definiert werden: Eine Abbildung f: M — M’
zusammen mit einem kommutativen Diagramm () heifit ein Mf-Morphismus, wenn
es zu jedem Tubensystem ' von M' ein Tubensystem ¢ von M gibt, so dafl f ein
(M{£,Ts)-Morphismus wird.

Ist 52 = idgyg, A = idg und f eine offene Einbettung, so ist f ein Mf-Morphismus.
Zu gegebenem Tubensystem %' von M wihlt man ¢ als resps(¢').

Grob gesprochen ist eine dquivariante, differenzierbare Abbildung, die den Scheiben-
typ erhélt, ein Mf-Morphismus, wenn sie lings den Strata keine ,Falten® hat. Statt

dies zu prézisieren, begniige ich mich mit den offenen Einbettungen als Beispielen von
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M{-Morphismen sowie einem hoffentlich instruktiven Gegenbeispiel:
Setze M := R x C und betrachte die Operation

Sl M — M.

(a,(r,z)) —— (r,a2)

S1 ¢ §' — Diffeo(M) ist eine dquivariante Mannigfaltigkeit. R x 0 ist die Fixpunkt-
menge, der Rest ist das Hauptstratum. Fasse M 25 R als das Normalenbiindel
der Fixpunktmenge auf. Dann bilden idps und die eindeutig existierende Tube des

Hauptstratums ein Tubensystem. Betrachte die Abbildung

f: M —— M.

(ryz) —— (r(r® = [2[%),2)

f ist S'-iquivariant, differenzierbar, erhélt den Scheibentyp und iiberfithrt das ge-
wiahlte Tubensystem in sich, denn das Normal N f von f an der Fixpunktmenge ist
die Identitdt idgxc. Aber (b) kommutiert nicht, denn f ist in keiner Umgebung von
R x 0 injektiv.

Die Definition der Mf-Morphismen erfiillt folgende Zwecke:
(1) Mf ist mit diesen Morphismen eine Kategorie.
(2) Der Vergififunktor von der Kategorie der Mannigfaltigkeiten mit Tubensystemen

nach Mf existiert.

(3) Die Inklusionsabbildungen offener Teilmengen sind Mf-Morphismen.
Die enge und etwas technische Definition nehme ich in Kauf, zumal die (M{f,Ts)-Mor-

phismen eine weit wichtigere Rolle spielen.

Existenz von Tubensystemen

Lemma.

(Vr) Uber jedem Tubensystem von Sts[v) liegt ein Tubensystem des dquivarianten
Vektorraums V.

(St) Uber jedem Tubensystem von Sts, liegt ein Tubensystem des Scheibentyps s.

(Sd) Jedes Tubensystem ¢ eines Scheibendiagramms I' 1af3t sich zu einem Tubensy-
stem eines I' umfassenden Scheibendiagramms A fortsetzen.

(Vb) Uber jedem Tubensystem von A(E) liegt genau ein Tubensystem des dquivari-
anten Vektorbiindels E.

(Mf) Sei ¢ ein Tubensystem von A(M), A eine abgeschlossene Teilmenge von M und
4 der Keim in A eines Tubensystems tiber ¢. Dann existiert eine Fortsetung
»M von ¥4 auf M iiber .

DER BEWEIS erfolgt durch Induktion iber die Lange I des jeweiligen Scheibendia-
gramms. Vergleiche fiir den Induktionsanfang 4.15. Auszufiihren bleibt der Indukti-

onsschlufl.

4.18



46 Kapitel I Differenzierbare Strukturen auf Orbitrdumen

Zu (Vr): Sei K — O(V) ein dquivarianter Vektorraum der Linge [ und ¢ ein
Tubensystem des Scheibendiagramms St [y]. Nach Induktionsannahme existiert ein
Tubensystem der dquivarianten Mannigfaltigkeit K < Aut(V) — Diffeo(S(V)) iiber ¢.
Dieses liefert nach Definition der Vr-Tubensysteme ein Tubensystem des dquivarianten
Vektorraums V.

(St) folgt aus (Vr), da geméf Bemerkung (2) in 4.16 Tubensysteme von dquivarian-
ten Vektorraumen und Scheibentypen einander umkehrbar eindeutig entsprechen.

Zu (Sd): Seien ¢, I', A gegeben und [(A) = I. Setze (¢s)ser,i(s)<: nach Indukti-
onsannahme zu (%s)sca,i(s)<1 fort. Setze 9s := g fiir 5 € I' mit I(s) = . Wahle
geméf (St) fiir jedes s € AT mit I(s) = [ ein Tubensystem ) iiber (¢¢)¢>s. Damit
ist (¥s)sca ein ¢ fortsetzendes Tubensystem von A.

(Vb) folgt sofort aus der Definition 4.13.

Zu (Mf): M ist als Mannigfaltigkeit ein normaler topologischer Raum, weshalb
die Strata maximaler Tiefe paarweise disjunkte Umgebungen besitzen. Daher kann
die folgende Konstruktion fiir jedes dieser Strata einzeln durchgefithrt werden. Nur
ein einziges Stratum X maximaler Tiefe anzunehmen, beschrinkt deshalb nicht die
Allgemeinheit.

Nach Satz 4.7 existiert eine Tube y von X in M, so daf

resanx(x) = TeSAﬂX(¢AX) ()

gilt. Nach (Vb) existiert genau ein Tubensystem v auf NX {iber p. Wegen der
Eindeutigkeit von v, des Normalenabstiegs bei ) und (f) gibt es eine abgeschlossene
Umgebung B von X in M, so daBl resgnp(x«(v)) = resAnB(¢A).

Zeichnung 3: Die Tube des tiefsten Stratums

Definiere auf AUB ein Tubensystem 1%4YE durch res 4(¢4“B) = 44 und resg(yp4-?)
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= resp(x«(v)). Nach Induktionsannahme existiert ein Tubensystem M >X auf M~ X
iiber ¢ mit res gupx (YM>X) = resaup-x(¥4YB). Dann ist yM := pM>X U {x} ein

Tubensystem auf M iiber ¢ mit resa(y™) = ¢4 wie gewiinscht. O
Korollar. Jedes Objekt besitzt ein Tubensystem. 4.19

BEWwEIS. Lemma 4.18 O

§5 Quotienten Aquivarianter Vektorraume

Quotientenstrukturen

Sei eine Menge X vermoge der Abbildungen +:X x X — X, :R x X — X und
(, ):X x X — R ein euklidischer Vektorraum. Dann heifle das Tripel V = (+,-,( , ))
eine euklidische Struktur auf X.

DREISPALTIGE OB-MATRIZEN 5.1

Fiir die fiinf Sorten von Objekten definiere ich den Begriff einer — jetzt dreispaltigen —
Ob-Matrix durch Rekursion iiber ihre Lénge:

Rekursionsanfang: (A ¢ V) heifle eine Sd-Matrix der Linge 0, wenn (A ¢ )

M + D ) .
A o V) heifle eine

Mf-Matrix der Linge 0, wenn auflerdem M eine dquivariante Mannigfaltigkeit mit

eine Sd-Matrix der Lange 0 und V die leere Familie ist. (

leerer Tragermenge und D die Garbe der reellwertigen Funktionen auf g \M = O ist.

Rekursionsschritt: Seien Sd- und Mf-Matrizen der Lange k fiir 0 < k£ < [ — 1 sowie
Vr-, St- und Vb-Matrizen der Lange k fiir 1 < k <1 — 1 bereits definiert.

Sei eine Sd-Matrix (A ¢ W) der Liange [ — 1, ein dquivarianter Vektorraum 5.2
K — O(V) mit Sty[y] = A und ein Tubensystem ¢ von V iiber ¢ gegeben. Dann ist
ress(v)(¢) ein Tubensystem der Sphére S(V'). Sei D eine differenzierbare Struktur auf

K\S(V), so daf§ S(V) ressvy(¥) D eine Mf-Matrix der Lange [ — 1 ist —laut
A ® w

Satz 7.7 gibt es genau ein solches D. Wihle, falls moglich, eine riemannsche Metrik
9 auf (K\S(V),D), durch die K\S(V) zu einer runden Sphire vom (dimensions-
abhingigen) Einheitsvolumen mit orthogonaler Aut(V) / K-Operation wird. K \V ist
kanonisch isomorph zum offenen Kegel iiber g \S (V).

R0 x (£\(V))
0 = (£\507)
K(rv) «— [(r, Kv)]

K\V =
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¥ bestimmt vermége dieses Isomorphismus eine euklidische Struktur V auf K \V.

V ¢ VY . . N
Nenne nun ( A o W) eine Vr-Matrix der Lange [.

Sei eine Sd-Matrix (A ¢ W) der Liange [ — 1, ein Scheibentyp s mit Stss = A,
ein Tubensystem v von s iiber ¢ und eine Familie V = (VV)y ¢, gegeben. Fiir V € s

AV YV YV . . - . ) N . .
sei | 4 o W eine Vr-Matrix und fiir je zwei V, V' € s iiberfiihre jeder Vr-Mor-

phismus von V nach V! V¥V in VV'. Dann heifit (Z :ﬁ )]/jv) eine St-Matrix der
Lange I.

Sei ein Scheibendiagramm A der Lange I, ein Tubensystem ¢ von A und eine Familie

s I . : 5 ° Vs
V = (V%)sca gegeben. Fiir jedes s € A sei (St>5 ((qu)bs (Vs

der Liange I(s). Dann heifit (A ¢ V) eine Sd-Matrix der Linge .

) eine St-Matrix

Die Definitionen dreispaltiger Vb-Matrizen der Lange [ in 6.2 und dreispaltiger
M{f-Matrizen der Lénge [ in 7.5 schlieflen die vorliegende Rekursion ab. Fiir den Rest
des Paragraphen setze ich diese Definitionen sowie einige Aussagen iiber sie aus den

folgenden Paragraphen voraus.

Sei Ob # Sd. Dreispaltige Ob-Matrizen waren bisher stets voll besetzt, sinnvoll

sind aber auch andere Moglichkeiten: (Z i V) heiflt eine Ob-Matrix der Beset-

zung (: : . ) ,wenn (A ¢ V) eine Sd-Matrix und <Z :ﬁ V) eine Ob-Matrix

ist. (Y ¢ Q) heifit eine Ob-Matrix der Besetzung <. * .), wenn A, ¢ und YV

Y 4 Q

existieren, so daf} (A Y

) eine Ob-Matrix ist.

QUOTIENTENSTRUKTUREN
Statt ,(A ¢ V) ist eine Sd-Matrix“ sage ich auch ,,Q ist eine Quotientenstruktur
von (A ¢ )“. Statt ,,(Z g0¢V Q) ist eine Ob-Matrix“, Ob # Sd, sage ich auch

,,Q ist eine Quotientenstruktur auf (Z :ﬁ v ) “ oder ,,Q ist eine Quotientenstruktur

von (Y < )itber(A ¢ V)« Statt (Y 3 Q)ist eine Ob-Matrix“ sage ich auch

,Q ist eine Quotientenstruktur von Y.

»Quotientenstrukturen“ nenne ich im Falle von dquivarianten Vektorrdumen, Schei-
bentypen oder Scheibendiagrammen auch ,,Linearisierungen“. Ein Objekt Y der Sorte
Vr, St oder Sd heifie linearisierbar, wenn eine Ob-Matrix (Y ¢ V) existiert. Laut
Korollar 4.19 besitzt Y stets ein Tubensystem, und laut (Sd) in Korollar 8.11 héngt

die Existenz einer Linearisierung nicht von der Wahl des Tubensystems ab.
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Erste Eigenschaften

KURZE QUOTIENTENSTRUKTUREN
Jede Ob-Matrix der Linge 0 oder 1 besitzt genau eine Quotientenstruktur. Fiir

St-Matrizen der Lénge 2 sieche Proposition 5.10. Aus diesen ergeben sich leicht die
Vr- und Sd-Matrizen der Lange 2.

ZWEI CHARAKTERISIERUNGEN VON VR-QUOTIENTENSTRUKTUREN

Lemma. Eine euklidische Struktur V = (+vy,-v,(, )y) auf dem Quotienten K\V

eines dquivarianten Vektorraums K — O(V') ist genau dann eine Quotientenstruktur

. . (V -
auf einer V enthaltenden Vr-Matrix (A o W)’ wenn gilt:

(L1) Die durch V induzierte Topologie auf K\V stimmt mit der Quotiententopologie
tliberein.

(L2) ||Kv|ly = ||v||, d. h. das Diagramm

K\V%

kommutiert.

(L3) vy Kv=rKv:= K(rv) fir r € Ry,.

(L4) Die induzierte Operation von Allt(V)/K auf K\V ist orthogonal beziiglich des
Skalarprodukts ( , )y.

(L5) Die durchV auf K \V 0 induzierte differenzierbare Struktur ist die Quotienten-

. V\O ¢|V\0
struktur D auf der M{-Matrix ( A o w ) )

DER BEWEIS ist leicht. O

Sei weiterhin die Vr-Matrix (V

Y
A g W gegeben. Setze

d := dim g\V~0 = dim(V0) — dim K + dim L,

wobei (L) der Hauptorbittyp sei, und bezeichne mit & die Aut(V)-Operation auf
K\S(V). Nenne einen Diffeomorphismus f:K\S(V) — §%71  der 7 in eine ortho-

gonale Operation auf S?! iiberfithrt, eine sphirische Linearisierungskarte:
Aut(V) /kerz 2122175 0(d)

O ©O
K\S(V) f gd-1

5.5
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Die Nebenklasse O(d) o f = O(d) o f o Aut(V) C Homéo(K\S(V), S¢71) ist genau
die Menge der mit einer Karte f kompatiblen Karten, d.h. der f enthaltende maxi-
male Atlas. Vr-Quotientenstrukturen und maximale Atlanten entsprechen einander
umkehrbar eindeutig in offensichtlicher Weise.

Gleichwertig zur Angabe von f ist die Angabe einer Abbildung f: K \V — R? mit
den Eigenschaften

(L") f f ist ein Hom®&omorphismus,
(L2
(L3

) f
NI
(L4') fowo f! ist eine orthogonale Darstellung auf R% und
(L5') die Einschrinkung K\V >0 — R¢\0 ist ein Diffeomorphismus.

Nenne ein solches f eine Linearisierungskarte.

1st normerhaltend,

1st R ¢-dquivariant,

BEMERKUNGEN
Die Bemerkungen 4.16 zu Tubensystemen gelten sinngemifl auch fiir Quotientenstruk-
turen:

(1) Bei einer Vr- oder Vb-Quotientenstruktur geniigt bereits ihr Keim im Nullpunkt
bzw. im Nullschnitt.

(2) Vr- und St-Quotientenstrukturen entsprechen einander umkehrbar eindeutig.

(3) Eine Sd-Matrix ist stets einzeilig. Eine Linearisierung eines mit einem Tuben-
system versehenen Scheibendiagramms ist eine Linearisierung per se und nicht eine
Linearisierung iiber einer anderen.

(4) Mit den Bezeichnungen aus der Definition 7.5 der Mf-Matrizen iibertragt W
den Keim res\ a, (D) einer Mf-Quotientenstruktur in den Keim res ;o0 (B%) einer
Vb-Quotientenstruktur. Dieser Ubergang heifle der Normalenabstieg von D iiber das
s-Stratum. Er ist im Beweis des Lemmas 6.5 entscheidend.

(5) Wie die Tubensysteme lieflen sich auch Quotientenstrukturen rekursionsfrei de-
finieren. Beweistechnisch ist jedoch gerade die Rekursivitit vorteilhaft.

(6) Sei Y ein Objekt der Sorte Vr, Vb oder Mf, ¢ ein Tubensystem von Y und Q

eine euklidische bzw. riemannsche bzw. differenzierbare Struktur auf dem Quotienten

von Y. Dann gibt es hochstens eine Sd-Matrix (A ¢ V), so dafl (Z :ﬁ %) eine
Ob-Matrix ist.

BEMERKUNG ZUR ORTHOGONALITAT

Ich arbeite durchgingig mit orthogonalen Darstellungen, weil zumindest in dem wich-
tigen Beispiel 0:Z; — O(C), £1 — +id, der Normalisator von im ¢ in GL(V) zu grof
ist, um auf K\V linear operieren zu konnen: Setze G := GLg(C) = GL(2;R). Z, Liegt

via ¢ normal in G. Ein die effektive G / Z,-Operation linearisierender Homoomorphis-

mus ZZ\C ~ C lieferte eine Einbettung von G/Zz in G. Das Element [-\}-5 (_01 (1))}

hat die Ordnung 2, liegt in der Einskomponente, nicht aber im Zentrum R* / 7, von



§5 Quotienten dquivarianter Vektorrdume 51

G / 7Z,- Das einzige Element der Ordnung 2 in der Einskomponente von G ist (_01 _01>

und liegt im Zentrum R* von G. Daher kann es eine solche Einbettung nicht geben.

BEMERKUNG ZU RANDERN

Zz\R ist das einfachste Beispiel einer Mannigfaltigkeit mit Rand als Quotient einer
Mannigfaltigkeit ohne Rand. Die Definitionen von Tubensysteme und Quotienten-
strukturen lielen sich ohne Schwierigkeiten auf Mannigfaltigkeiten mit kubischen Ecken
(siehe IT §2) iibertragen. In den Anwendungen mache ich davon bereits Gebrauch, weil
es die Menge der linearisierbaren Scheibendiagramme betrichtlich vergrofiert, worauf
mich Prof. Dr. Peter Slodowy freundlicherweise aufmerksam gemacht hat, und weil in
II 5.5 Vektorraume mit Hilfe von Halbrdumen, diese mit Hilfe von Ecken konstruiert

werden.

EXISTENZ UND EINDEUTIGKEIT VON LINEARISIERUNGEN

Ist eine Vr-Matrix (Z :ﬁ W) gegeben, so stellen sich mehrere Fragen:

(1) Ist K \S (V) homéomorph zu einer Sphire?
(2) Wenn ja, ist (K\S(V),'D), wobei D die Quotientenstruktur auf

(S(AV) ress(v)(¥) W)

¢

bezeichnet, diffeomorph zu einer Standardsphére?
(3) Wenn ja, kann der Diffeomorphismus so gew#hlt werden, daB dabei die Aut(V) / K-

Operation in eine orthogonale Operation iibergeht?

Dann und nur dann existiert ndmlich eine Quotientenstruktur auf (Z ?ﬁ W)

Schon (1) ist selten der Fall, siehe z. B. Satz I 1.9. Ob (2) und (3) zusitzliche Hinder-
nisse darstellen, ist mir nicht bekannt.

Auch stellt sich die Frage nach der Eindeutigkeit von Quotientenstrukturen: Sind U

und V Quotientenstrukturen auf einer Vr-Matrix (Z :ﬁ W ) , 80 kann U # V sein.

Es wire allenfalls zu hoffen, dafl ¢/ stets isotop zu V ist; siche 8.12.

Immerhin sind alle linearisierbaren d4quivarianten Vektorraume der Linge 2 bekannt
und ihre Linearisierungen eindeutig; siehe Proposition 5.10. Ebenso sind alle lineari-
sierbaren dquivarianten Vektorrdume K — O(V') mit abelschem K bekannt; siche Satz
IT 5.11. Dariiber hinaus wird in Korollar IV 2.8 eine Linearisierung der Linge 4 explizit
konstruiert.

Da Linearisierungen von Scheibentypen und Scheibendiagrammen aus Linearisie-
rungen aquivarianter Vektorrdume bestehen, ist deren Existenz und Eindeutigkeit in
gleichem Mafle problematisch.

Als Folge der mangelnden Eindeutigkeit brauchen (Vr,Ts)-Morphismen keine Mor-

5.8

5.9
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. . . . ) . V ¥ VY vyt V!
phismen der Quotienten zu induzieren: Seien ( A o W) und ( A W)

Vr-Matrizen und f:V — V' ein (Vr,Ts)-Morphismus. Dann braucht die induzierte
Abbildung f: K \V — K' \V' kein Isomorphismus euklidischer Vektorrdume zu sein.

Ich gehe deshalb umgekehrt vor und statte, wenn eine Vr-Matrix (Z :’ﬁ Z) und

ein Vr-Isomorphimus f: V — V' gegeben sind, V' mit dem iibertragenen Tubensystem
f«(¢) und der iibertragenen Quotientenstruktur f.(V) aus.

Linearisierungen der Linge 2

Ich gebe zum Schluf} die Linearisierungen der dquivarianten Vektorrdume der Lange 2
an. Dabei lasse ich auch Halbrdume und Ecken sowohl ,oben®, d.h. als dquivari-
ante Vektorrdume, als auch ,unten®, d.h. als Quotienten dquivarianter Vektorraume,
zu; vgl. Bemerkung 5.8. Es reicht zu wissen, dafl dies Rs¢ x Aut(V)-invariante, den
Nullpunkt enthaltende, zu Ry, x R"~! homdomorphe Teilmengen des dquivarianten
Vektorraums bzw. des Quotienten sein sollen, und vorauszusetzen, daff die Charakte-
risierung 1.4 auch fiir berandete Mannigfaltigkeiten gilt.

Sei nun K — O(V) ein dquivarianter Vektorraum der Linge 2 und der Dimension
n + 1. 8™ bezeichne die Einheitssphire von V. K operiert auf S homogen. K \S "

gkan.

tragt die kanonische differenzierbare Struktur . @ bezeichne die induzierte Ope-

ration von Aut(V') auf K\S". Zu V existiert genau eine Vr-Matrix ({Ie/} z W)

Zur Angabe einer Quotientenstruktur geniigt die Angabe einer sphérischen Lineari-

sierungskarte K \Sn 1, §¢. Dazu wiederum geniigt die Angabe des Kompositums

§n o, §d mit der Quotientenabbildung w. Dieses ist ein Faserbiindel, und zwar bei
(3) die kleine, bei (4) die mittlere Hopflaserung (siehe unten).

Proposition. Die nach dem Schema

K < O(V)
kerg —— Aut(V) foimao f1
) ©
S - Sd
T — f(Kz)

erstellte Liste
(1) K < O(n + 1), transitiv auf S™
Noro(n) AN o— Noro(n) K —» O(O)
o ®)

n 0
S — 53
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(2) Z/1 < O(C) mit I > 2

Z/l — 0O(C) —— 0O(C)
@) ®)
st — S

z P zl

(3) U(1) < O(H)

Z/9 xz/y U(l) —— Sp(1) X7/, Norgy1) U(1) —— O(Im H)

O ©
3 — 52
q —  qiq

(4) Sp(1) < O(H?)

Z]2 %z, Sp(1) — Sp(2) xz,, Sp(1) — SO(H x R)

O O
57 N 54
(;) —— (o2 Zfyp2)

gibt alle Linearisierungen von Scheibentypen der Linge 2 an. Ein linearisierbarer

dquivarianter Vektorraum V der Linge 2 ist eindeutig linearisierbar, d. h. er ist Teil

genau einer Vr-Matrix ( Z zﬁ )}}V ) .
BEWEIS. Existenz: Dafl durch (1)—(4) tatsichlich Linearisierungen gegeben sind, er-
fordert lediglich Routineberechnungen und wird unterschlagen. Daf} es keine weiteren
linearisierbaren Scheibentypen der Lange 2 gibt, zeigt Lemma 5.11.

Eindeutigkeit: Aus (1)-(4) geht hervor, daf die Einskomponente von Aut(V) / ker o

zu SO(d) isomorph ist. Ist eine Linearisierung durch g\V 1, § gegeben, so muB
fo (Aut(V)/kerﬁ)o o f~1 = SO(d) sein. Sind Linearisierungen V; und V, von V durch
K\V 5 §% baw. g\V L2 §¢ gegeben, so liegt f1 0 f3* in Norpige, st SO(d), nach
Lemma 5.12 also in O(d + 1). Dann ist aber V; = V,. O

Lemma. K operiere homogen, effektiv und orthogonal auf X := S™ oder einer zu
D™ homdéomorphen Teilmenge X von S™, so daf K\X ~ S% oder K\X ~ D¢. Dann

ist X = S™ und K < O(n + 1) bis auf Konjugation in O(n + 1) in der obigen Liste
enthalten.

BEWEIS. (1) K operiere homogen auf X = §”. Dann ist §” — g\ 5" ein Faserbiindel,

die Basis daher eine randlose Mannigfaltigkeit.

5.11
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(2) Die Operation sei auBerdem effektiv. Dann ist sie nach [Bredon], S. 198 und
dem Zusatz auf S. 200, transitiv oder frei, und falls frei, so ist K endlich oder zu S?,
Norgy(1) S* oder Sp(1) isomorph. Nur der freie Fall mufl weiter betrachtet werden.

(3) Sei auBerdem K\Sn ~ S% oder K\Sn ~ D?. D? kann nicht auftreten, da die
Scheibe fiir d > 0 einen Rand hat und fiir d = 0 die Operation transitiv ist. Aus der
Homotopiesequenz des Faserbiindels K — §™ — S§¢ ergibt sich:

(a) K ist endlich und zyklisch, n = d =1 oder
(b) K= 8, n=3,d=2 oder
(¢) K=Sp(l),n="17,d=4.

(4) Die Operation sei auferdem orthogonal. Von den irreduziblen Darstellungen von
Sp(1) ist nur die Standarddarstellung auf H abgesehen vom Ursprung frei. Operiert
die Summe von Darstellungen auflerhalb des Ursprungs frei, so auch jeder Summand.
Damit sind nur noch die behaupteten Darstellungen méglich.

(5) K operiere homogen auf X ~ D", n > 0, mit K\X ~ S oder K\X ~ D¢,
Wegen (1) hat K\ X einen Rand, folglich K\ X ~ D%, d > 0, folglich D" ~ K /g, x D?,
z € X beliebig, folglich K, = K, folglich K =1. O

Lemma. Norp;geo(se) SO(d + 1) = O(d + 1).

BEWEIS. ,,D“ ist klar. Sei deshalb g € Norpigeo(ge) SO(d+ 1), z € S4, Dann gilt:
T.g0SO(d), = SO(d)(z) © Tog

= T,g€ 0 (TzSd,Tg(z)Sd) X R0, denn Norgy,g) SO(d) = O(d) x R

& g ist konform.

Definiere fiir eine konforme Abbildung h h: §¢ — R~ durch die Vorschrift « — ||T;h||.
Fiir A € SO(d+1) ist

~ — —_— A

hoA=hoA-A=hoA=Aoh = Aoh-h = h,

d.h. h ist SO(d)-invariant. Folglich ist A konstant, denn SO(d + 1) operiert transitiv
auf §¢. Folglich ist A = 1, denn vol(§%) < co. Das heifit aber h € O(d+1). O

§6 Quotienten dquivarianter Vektorbiindel

Quotienten dquivarianter Prinzipalbiindel

Quotienten dquivarianter Prinzipalbiindel tragen automatisch wieder dieselbe Struk-
tur: Sei H <« G — Aut(P) ein dquivariantes Prinzipalbiindel mit Strukturgruppe S;
siehe 3.2 fiir die Notationen. Wihle o € P. R(0) bezeichnete die Reduktion der Struk-
turgruppe auf AM(0) = Norgime, = Nors K. H operiert homogen auf B, auf R(o)
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und auf P, weshalb f \P , H \R(O) und H \B kanonische differenzierbare Strukturen
besitzen. Man rechnet nach, dafl g \R(O) — H \B ein differenzierbares N (o) / K-Prin-
zipalbiindel ist, auf dem G /g durch Prinzipalbiindelautomorphismen operiert.

R(o) —— H\R(0)

|

B — H\B

ist ein kommutatives Diagramm differenzierbarer Faserbiindel. Ein Pb-Morphismus
f:P — P' induziert einen #quivarianten Morphismus f: g\ P — H'\P' von Prinzi-
palbiindeln.

Quotienten dquivarianter Vektorbiindel

In Fortfithrung von 5.1 definiere ich dreispaltige Vb-Matrizen der Linge I: Seien eine
Sd-Matrix (A ¢ V) der Linge [, ein dquivariantes Vektorbiindel F' — E — B mit
A(E) = A und ein Tubensystem v von E iiber ¢ gegeben.

Nenne den Fuf§ des Scheibendiagramms von E s. Die Wahl von K < O(F') geméif
Lemma 3.10 macht F' zu einem &quivarianten Vektorraum mit Scheibentyp s. Sei
P das O(F)-Prinzipalbiindel von E und R dessen Reduktion auf die Strukturgruppe
Aut(F) geméf Lemma 3.12. Es sei daran erinnert, daff fiir b € B die Faser R, die
Menge der Vr-Isomorphismen von F' nach Ej ist. H\R — H\B ist, wie oben gesehen,
ein differenzierbares Aut(F') / K-Prinzipalbiindel mit G / H-Operation.

Andererseits enthdlt V V¢, V* enthilt seinerseits V¥, so daf (K\F,VF) ein eu-
klidischer Vektorraum mit orthogonaler Aut(F) / K-Operation ist. Die dadurch auf
H \R X aut(F)/ g K \F gegebene Struktur eines riemannschen Vektorbiindels mit Basis
H\B bezeichne ich mit 5;‘}‘\“12 xAut(F)/KVF oder kiirzer mit £ x, YF, G/H operiert
durch Biindelautomorphismen. Der tiber i \B liegende G/ {-dquivariante Homdomor-

phismus

ik H\R XAut(F)/KK\F E— H\E
[Hr, Kv| —— Hr(v)

definiert daher auf F\E — F\B die Struktur B := f, (€™ x, V) eines riemann-

schen Vektorbiindels, auf dem G / H durch Automorphismen operiert. Nenne nun

E ¢ BY\ . . ;
(A o V) eine Vb-Matrix der Lange [.

Die Definition dreispaltiger Mf-Matrizen der Lange [ in 7.5 schliefit die vorliegende

Rekursion ab. Fiir den Rest des Paragraphen setze ich diese Definition sowie einige

6.1

6.2
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Aussagen iiber sie aus den folgenden Paragraphen voraus.

Wie schon in 4.13 wire eine Definition der Quotientenstruktur B mit Hilfe des
Tubensystems 1 statt mit Hilfe der von der Wahl von K abhingenden Reduktion der

Strukturgruppe schoner, aber komplizierter und fiir die Anwendung weniger geeignet.

BEMERKUNG. Es schadet nicht, wenn sich die Strukturgruppe weiter verkleinern 14ft:
Sei zusitzlich zu den obigen Daten S C R eine dquivariante Reduktion der Struktur-

gruppe auf U, wobei K < U < Aut(F) < O(F). Dann gilt auch

(E\E,B) = (H\5E%) xu (K\F,VT),
denn H\R = H\S XU/ g Aut(F)/K. Fir £ = U, d.h. fiir eine globale Trivialisierung
von H\E, bedeutet das B = £ka* x VT,

EXISTENZ UND EINDEUTIGKEIT

Lemma. Auf jeder Vb-Matrix (ZES :ﬁ V) existiert genau eine Quotientenstruktur B.

BEWEIS. Die Existenz ergibt sich sofort aus der Definition; zu zeigen bleibt ihre Un-
abhéngigkeit von der Wahl von K. W&hlt man K' mit denselben Eigenschaften wie
K, so gibt es nach Lemma 3.10 ein s € O(F'), so daf}

1

K 8~ "o0.08 K/
© O

FL)F

ein Vr-Isomorphismus ist. s konjugiert aber auch die zu K gebildete Reduktion R in
die zu K' gebildete Reduktion R’ (Satz 3.5).

( idH, idg, R—é Rl, NOI‘K O(F) ———&) NOI‘K/ O(F))

ist daher ein Pb-Morphismus (3.6). Dies liefert nach 6.1 und 5.3 ein kommutatives

Diagramm von Isomorphismen auf den Quotienten:

H\R XNorg O(F) /i K\F — H\R, XNorg: O(F) /g K'\F [Hr,Kv] —— [Hrs, K'v]

~ 7 \/

H\E

Suggestiver schreibt sich die Umformung der Elemente auf Quotientenniveau als

HrKv = Hrss 'Kss v = HrsK's v, O
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MORPHISMEN INDUZIEREN MORPHISMEN

Mit denselben Hilfsmitteln zeigt man

. E ¢ B E' ' B . ) ;.
Lemma. Seien (A o V) und (A o V) Vb-Matrizen und f: E — E' ein

(Vb,Ts)-Morphismus. Dann ist die induzierte Abbildung f: F\E — H'\E' ein iqui-

varianter faserweiser Isomorphismus riemannscher Vektorbiindel.

Sei (]X :ﬁ V) eine Mf-Matrix und s € A. Mit der in 1 enthaltenen riemann-

schen Metrik und nach Wahl einer typischen Faser F' ist NM; — M, laut Proposi-

tion 3.16 ein dquivariantes Vektorbiindel, daher gemiff Lemma 6.3 Teil genau einer

. NM; + B
Vb—Matrlx( A Y

die Quotientenstruktur B nicht von der Wahl von F' ab, da verschiedene Wahlen zu

isomorphen dquivarianten Vektorbiindeln fithren und daher mit Hilfe von Lemma 6.4

). Wie schon das Tubensystem % in Definition 4.13 hiingt

zur selben Quotientenstruktur.

SCHACHTELUNG
Das folgende Lemma benétige ich in Satz 7.7 fiir die Wohldefiniertheit der Quotien-

tenstrukturen dquivarianter Mannigfaltigkeiten. Technisch gesehen ist sein Beweis der
Hohepunkt dieses Kapitels. Der Begriff Quotientenstruktur sei aufler fiir 4quivariante

Mannigfaltigkeiten der Léange [ fiir alle Objekte der Linge hochstens I definiert.

Lemma. Sei eine Vb-Matrix (i :ﬁ ﬁ) der Lange | gegeben und t € A. Dann ist

das Normalenbiindel N E; des Stratums E; Teil genau einer Vb-Matrix
NE, ' B'
St?t ()0|St>§ vISt>t ’

und der Quotient H\NEk Y, H\E der Tubenabbildung 1) ist nahe dem Nullschnitt

ein Diffeomorphismus.

BEWEIS. Sei F' die typische Faser von E und s der Fufl von A. Fasse F' durch die Wahl
eines K < O(F') gemifl Lemma 3.10 als dquivarianten Vektorraum auf. Sei L — O(W)

ein dquivarianter Vektorraum mit Scheibentyp t.

Siehe 3.14 fiir die Auffassung von N E¢ als geschachteltem Faserbiindel: Das in-
nere Biindel N Fy — F, welches n heifle, ist mit W als typischer Faser ein dquiva-
riantes Vektorbiindel. Laut Lemma 6.3 ist NFy — F¢ Teil genau einer Vb-Matrix

NFt ¢Il BII
(St>t el V.
Falle fiir die Restriktion auf Sty¢. Das obere Biindel NE; — E, welches p heifle, ist

). Dabei steht | . fiir eine geeignete Restriktion von ¢, in diesem

6.4

6.5
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ebenfalls mit W als typischer Faser ein dquivariantes Vektorbiindel. Laut Lemma 6.3

NE; ' B o .
St>e ol V]) Fiir die Reduktio-

nen R, R, und R, der Strukturgruppen nach Lemma 3.12 gilt nach Lemma 3.15
E=R X Aut(F) F, NF{ = R"? X Aut(W) W und

ist NE; — E; Teil genau einer Vb-Matrix (

NE; =2 R, xauw) W = R Xpauwr) By Xawa@y W = R Xawrm NFe.  (b)

Jede Quotientenstruktur ist zumindest eine differenzierbare Struktur auf dem je-
weiligen Quotienten; nur diese ist im folgenden gemeint. Die Familie V enthilt V¢, V*
enthdlt VF. Die Familie ¢ enthélt ¢°, ¢ enthilt o, oF enthilt ¥ NF, >— F.
oF  (K\NF,B") >— (K \F,VT)ist der Keim einer offenen Einbettung: Fiir t = 5 ist
dies nach Definition von B" und, weil of _ die kanonische Tube des tiefsten Stratums
ist, klar. Fiir t > s folgt dies aus der Eigenschaft (L5) von V¥ und der Definition der
Quotientenstruktur der dquivarianten Mannigfaltigkeit F'\.0. Beachte, daf} die Lange
von F'\0 echt kleiner als die Lange von E ist, so dafl der Begriff Quotientenstruktur
fiir F\0 definiert ist.

Die fragliche Abbildung % ist definiert durch

P

NE; >—— E
Al Il

R X pue(r) NFe >~ R puvmy F

Teilen durch H ergibt

(H\NE,B') > e (H\E,B)

] I

id Xiapt
(H\E XAut(F)/ i K\NF, gken %, B") mte (H\R X Aut(F) /i K\F, &= x, VF).

id x;qp¢ ist der Keim einer offenen Einbettung, da @¢ dies ist. ¢ ist nach Definition

von B ein Diffeomorphismus. f ist ein Diffeomorphismus, da gilt

(E\NBC, B) 2 (1\Fo xauacaryyy, I\ 2 €50 V)
> (g\R X Aut(F) /g K\ Er X Aut(W)/ g, L\W, &on x, gken x , y7)
o (H\R X Aut(F) /g K\NF{ , ghan o B”).

Dabei gilt die erste Isomorphie nach Definition von B', die zweite wegen (h) und weil
aufgrund der Homogenitét der Operationen die ,,Produktbildung® x,. assoziativ ist,
die dritte gilt nach Definition von B”. Insgesamt ist daher t; der Keim einer offenen

Einbettung wie behauptet. 0O
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§7 Quotienten dquivarianter Mannigfaltigkeiten

Abstrakte Stratifizierungen?

Sei A ein lokal kompakter Hausdorffraum, dessen Topologie eine abziahlbare Basis
besitzt. In diesem sogenannten abstrakten Fall sind die Begriffe ,,Tuben* (vgl. Defini-
tion 4.3) und ,,Stratifizierung® (vgl. Definition 2.10) notwendigerweise etwas schwiicher
definiert als bei Vorliegen einer umgebenden Mannigfaltigkeit.

Sei X C A lokal abgeschlossen. Ein Tripel (T,m,p), bestehend aus einer offenen
Umgebung T von X in A, einer Retraktion 7: 7' — X, genannt lokale Retraktion, und
einer Abbildung o: T — R, mit p7*(0) = X, genannt tubulire Funktion, heifit eine
(abstrakte) Tubenumgebung von X in A. Nahe X gleiche Tubenumgebungen heiflen

dquivalent, die Aquivalenzklassen (abstrakte) Tuben von X in A.

Definition. Ein Tripel (4,S,7) heift eine schwache abstrakte Stratifizierung, wenn
gilt:
(1) A ist ein lokal kompakter, hausdorffscher topologischer Raum, der das zweite Ab-
zahlbarkeitsaxiom erfiillt.
(2) S ist eine Menge von Strata genannten, randlosen differenzierbaren Mannigfaltig-
keiten, so daf} gilt:
(i) Fiir (X,€) € Sist X ein lokal abgeschlossener Unterraum von A,
(ii) A ist mengentheoretisch die disjunkte Vereinigung der Strata,
(iii) die Zerlegung in Strata ist lokal endlich, d.h. jeder Punkt von A besitzt eine

Umgebung, die nur endlich viele Strata schneidet,

(iv) die Randbedingung ¥(X,£),(Y,F) € S: X NY # @ = X C Y ist erfiillt.

(3) 7 ist eine Familie, bestehend aus genau einer Tube Tx = [(Tx,7x, ox)] fiir jedes
Stratum (X, ), so daB} fiir X <Y nahe X gilt:

1Y D(wX—’QX)> X x Ry ist eine differenzierbare Submersion,

(ii) 7x o my = mx nahe Y.
Gilt zusétzlich

(iii) px oy = px naheY,
heiflt (A,S,7T) eine abstrakte Stratifizierung.

Seien (A,S,7) und (A',S',7') schwache abstrakte Stratifizierungen. Eine stetige

Abbildung f: A — A’', so daB fiir jedes X € S ein X' € S’ mit den Eigenschaften
(1) (X)X,
(2) X -5 X' ist differenzierbar,

1Die Terminologie folgt [Verona].

7.1

7.2
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(3) mx o f = f o mx nahe X und
(4) ox' o f = px nahe X

existiert, heifit ein Morphismus von (A4,S,7) nach (4',S',7'). Sind zusitzlich die

Einschriankungen X 1, x submersiv, heiflt er eine stratifizierte Submersion.

Sei nun S eine Whitney-Stratifizierung einer Teilmenge A einer differenzierbaren
Mannigfaltigkeit M, und zwar so, dafl die Strata differenzierbare Untermannigfaltig-
keiten sind. Sei (U —2- M,?) eine Tubenumgebung von X € S in M. Dabei war
U eine offene Umgebung des Nullschnitts des Normalenbiindels von X in M und o
eine riemannsche Metrik dieses Normalenbiindels. » bezeichne die Biindelprojektion
NX — X. Setze T := o(U) N A, dann ist

Ry,

T — X T —
(7. moe o (myp )

m oo u(pmi(m)
eine abstrakte Tubenumgebung von X in A. Insgesamt ist es moglich, Whitney-Stra-

tifizierungen als abstrakte Stratifizierung aufzufassen:

Satz. Sei G kompakt, liesch und S eine Whitney-Stratifizierung einer Teilmenge A
einer G-Mannigfaltigkeit M.

(1) Es gibt eine—in der Literatur Kontrolldaten genannte — Familie ¢ = (px)xes
von Tuben der jeweiligen Strata, so daf} fiir X <Y nahe X und Y

(r) mx oy = wx und
(¢) ox o7y = px

gilt.

(2) Gilt fiir eine Familie ¢ von Tuben (w) und (p), so ist (A,S,T) eine abstrakte
Stratifizierung.

(3) Gilt fiir eine Familie ¢ von Tuben (w), so ist (A,S,7T) eine schwache abstrakte
Stratifizierung.

Dabei bezeichnet T jeweils die durch ¢ bestimmte Familie abstrakter Tuben.

DER BEWEIS aus [Mather I], S. 33 u. 41, wurde in [Lellmann], S. 24 u. 27, auf den

dquivarianten Fall iibertragen. [

Sei nun H 1« G —% Diffeo(M) eine dquivariante Mannigfaltigkeit, S ihre Scheiben-
typenstratifizierung, ¥ ein Tubensystem iiber einem Tubensystem ¢ von A(M) und T
die durch % bestimmte Familie abstrakter Tuben. Setze

S = {(H\X,Sk‘m) IXGS} und
Tpx = [(B\Tx, p\Tx 75 g\X, g\Tx 25 Rs, )]

fir X € S.
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Die folgende, mit [Lellmann], S. 37, verwandte Aussage beschreibt Quotienten und
Quotientenabbildung aus der Sicht abstrakter Stratifizierungen. Sie gilt ohne weitere

Voraussetzungen an die Operation.

Proposition. (M,S,7) und (H\M, S, 7) sind abstrakte Stratifizierungen, und die
Quotientenabbildung w: M — H\M ist eine stratifizierte Submersion.

BEWEIS. (M, S) ist laut 2.11 eine Whitney-Stratifizierung.

Nahe einem Stratum X dibertrigt ¥ x ' das Mf-Tubensystem in ein Vb-Tuben-
system; siehe Bemerkung (4) aus 4.16. Dieses entsteht aber durch Assoziieren eines
Vr-Tubensystems der typischen Faser. Damit ist 7wy fiir Y > X eine fasertreue Abbil-
dung aus dem Totalraum in sich, und 7x ist die Projektion auf die Basis, d.h. es gilt
(7). Nach Konstruktion 4.10 von Vr-Tubensystemen gilt auch (p). Nach Satz 7.3 (2)
ist dann (M,S,7) eine abstrakte Stratifizierung,.

Das Herausteilen von H erhélt alle bendtigten Eigenschaften, insbesondere zeigt

Tx X
Y o—=X22X . X xRy

submersiv

surjektiv\[ J/submersiv

A\Y > X Ry,

die Submersivitdt der unteren Abbildung nahe F \X . ( H \M , §, —’Z—:) ist daher ebenfalls
eine abstrakte Stratifizierung.

Die Aussage iiber w ist nach Konstruktion von S und 7 trivial. O

Nenne das Scheibentypenstratum M, zum Scheibentyp s einer dquivarianten Man-
nigfaltigkeit M auch das s-Stratum von M. Nenne das Stratum g \Ms des Quotienten
H\M auch das s-Stratum von H\M

Die differenzierbare Struktur auf dem Orbitraum

In Fortfithrung von 5.1 und 6.2 definiere ich dreispaltige Mf-Matrizen der Léange I:
Seien eine Sd-Matrix (A ¢ V) der Liange [, eine dquivariante Mannigfaltigkeit
H 4 G — Diffeo(M) mit A(M) = A, ein Tubensystem v von M {iber ¢ und eine
Struktur D einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit auf dem Quotienten H \M gege-
ben.

Fir s € A ist der Quotient H \N M, 5%, H \M der Tubenabbildung %, der
Keim einer topologischen offenen Einbettung. Andererseits ist das Normalenbiindel

NM; — Mg des s-Stratums laut Proposition 3.16 und Lemma 6.3 Teil genau einer

Vb-Matrix (]S\Ttl\;: ;(Iq 5[) Dadurch ist (H\NMs , B‘“) . (H\Ms, 51“"“)

ein riemannsches Vektorbiindel. Die durch B® auf f \N M, induzierte differenzierbare

7.4

7.5



62 Kapitel I Differenzierbare Strukturen auf Orbitridumen

Struktur heifle D°. Fiir jedes 5 € A sei (H\NMs \ D‘q) D—w—_a—> (H\M , D) der Keim

M ¢ DY\ . )
A o V) eine Mf-Matrix

einer differenzierbaren offenen Einbettung. Dann heifit (

der Lange .

Damit ist die rekursive Definition der dreispaltigen Ob-Matrizen — mithin der Quo-

tientenstrukturen — abgeschlossen.

ALTERNATIVE DEFINITION

Eine leichte Abwandlung des Begriffs der Tubenumgebung ermoglicht eine elegantere

Formulierung der Definition 7.5:

Sei X eine Untermannigfaltigkeit einer Mannigfaltigkeit M, E ein riemannsches
Vektorbiindel {iber X, U C E eine offene Umgebung des Nullschnitts 0g und p: U — M

eine offene Einbettung, so dafl
v 22— M
U U

()Ei)X

kommutiert. Dann heifit (E,p) eine Tubenumgebung von X in M. ¢ stiftet den

Isomorphismus E = NOg Ne, Nonx 2 NX , und die kommutative Ergianzung
Ny
E ———— NX
U U

U ——— (Np)(U)

ist zusammen mit der auf NX {ibertragenen riemannschen Metrik eine Tubenumge-
bung im alten Sinne 4.2.
Seien (E,¢) und (E',¢') Tubenumgebungen im neuen Sinne von X in M und

f: E — E' ein Isomorphismus riemannscher Vektorbiindel, so dafl

fl..

U o—— U’

RMA

nahe 0p kommutiert. Dann heifit f ein Isomorphismus von (E, ) nach (E',¢'). We-
gen f = ¢ 1o ¢ nahe Og gibt es hochstens ein solches f. Die Isomorphieklassen
von Tubenumgebungen heiflen wiederum Tuben. Sie entsprechen den Tuben nach der
alten Definition umkehrbar eindeutig. Die einzige Neuerung ist die Freiheit bei der

Benennung des Vektorbiindels; genau die benétige ich aber in Lemma 7.6.
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In der obigen Situation 7.5 ist der Quotient 1 der Tube v, zusammen mit der
Quotientenstruktur B* abgesehen davon, dafl in Ermangelung einer differenzierbaren
Struktur auf F\M von Differenzierbarkeit der Tubenabbildung (noch) nicht gespro-
chen werden kann, eine Tube des Quotientenstratums g \Ms in ff \M .

Lemma. FEine differenzierbare Struktur D auf g \M ist genau dann eine Quotienten-

struktur auf (AAI 7’; V)’ wenn 9 := (s )sca eine Familie von Tuben der jeweiligen
Strata ist.

DER BEWEIS ist trivial. O

EXISTENZ UND EINDEUTIGKEIT
Formal analog zur eindeutigen Existenz 6.3 der Vb-Quotientenstrukturen, aber inhalt-

lich schwieriger, ist der folgende

Satz. Auf einer Mf-Matrix (JZ :ﬁ V) existiert genau eine Quotientenstruktur D.

BEWEIS. Fiir s € A bezeichnen x° das Tubensystem, B* die riemannsche Struktur und
D* die differenzierbare Struktur aus Definition 7.5.

Eindeutigkeit: Gem#afl Definition 7.5 ist D eine Untergarbe der stetigen, reellwerti-
gen Funktionen auf g \M mit den folgenden Halmen: Sei z € M und s der Scheibentyp

im Punkte z. Ein stetiger Funktionskeim g \M 5—7 R im Punkte Hz gehort genau

dann zum Halm Dpg,, wenn das Kompositum (H\NMs , ’Dﬁ) mYLLIN H\M 5, Rein
differenzierbarer Funktionskeim im Punkte z,b__q_l(H ) ist.

Existenz: Zu zeigen bleibt, daf} sich diese Halme zu einer differenzierbaren Struktur
auf F \M zusammenfiigen. Sei 5 € A. Das folgende ist ,nahe dem s-Stratum® zu
lesen.

Sei t > s beliebig. Da % ein Tubensystem ist, konnen das Normalenbiindel N M
des t-Stratums in M und das Normalenbiindel N ((NMs),) des t-Stratums in N M, als

dquivariante Vektorbiindel aufgefat werden, N ((VMj)¢) 5 NYe, M ist ein injekti-

ver Vb-Morphismus, und das Diagramm

NM, ->—*., M

[ }“ (1)

N N

N((NM.)) > N(M)

kommutiert.

Wie in 7.5 gibt es genau ein Tubensystem )’ und genau eine Quotientenstruk-

! !
tur B’', so dafl (N((é\IMq)t) ;I ]f' ) eine Vb-Matrix ist. Nenne die durch B’ auf
>t . .

H\N((NM;s)¢) induzierte differenzierbare Struktur D'

7.6

7.7
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Aus (}) entsteht durch Herausteilen von H das kommutative Diagramm

(B\NM;, D) > (g\M,D)

= g

N N

(E\N(NM)), D) >y (g\NM;, D).

N, ist als Quotient eines injektiven Vb-Morphismus eine differenzierbare offene Ein-
bettung. x%, ist nach Definition von D¢ der Keim im t-Stratum einer offenen Einbet-
tung. ¢ iiberfithrt nach Definition von D den Halm in einem Punkt des t-Stratums
in den Halm des Bildpunktes. Daher iiberfithrt auch 1, den Halm in einem Punkt des
t-Stratums in den Halm des Bildpunktes.

Da t beliebig war, ist D damit nahe H \Ms als differenzierbare Struktur erkannt.
Da s beliebig war und H \M durch Umgebungen der Quotientenstrata tiberdeckt wird,

ist D insgesamt eine differenzierbare Struktur. O

BEMERKUNG zZUM BEWEIS. Wihle fiir jedes s € A eine offene Umgebung U* des
Nullschnitts von NM; und einen Repréasentanten as:US — M von s, so dafl die
Gleichung af(9) = x° des Normalenabstiegs auf U*® erfiillt ist. Erneutes Lesen des

Beweises zeigt, dafl @, eine offene Einbettung ist. D kann daher durch

Vﬁ & A: D|a—;(H\U5) = aS*(Ds‘H\US)

definiert werden. Die Hilfsaussage 6.5 gilt ebenfalls fiir solche Reprisentanten. Die ge-

schachtelt lokale Argumentation des obigen Beweises kann dadurch vermieden werden.

BEMERKUNG ZUR TUBENFAMILIE DES QUOTIENTEN. Bei 7 ist ein Normalenabstieg
analog zu dem bei 9 moglich. Zum Zwecke induktiven Beweisens lieflen sich sogar
fiir beliebige Stratifizierungen Tubensysteme definieren, indem man Reduktionen der
Strukturgruppen der Normalenbiindel der Strata fixiert und auf deren Fasern Familien

von invarianten Tuben wihlt.

MORPHISMEN

Um den Ubergang zu den Quotienten als Funktor auffassen zu kénnen, fehlt noch die

Aussage ,Morphismen induzieren Morphismen®:

A ¢ YV A Y
phismus f: M' — M gegeben. Dann ist A" C A und ¢' = p|ar. Sei auch V' =V|ar.
Dann ist die induzierte Abbildung f: (H’\M' , D') e (H\M, 'D) differenzierbar.

! ! !
Satz. Seien Mf-Matrizen (M v D) und (M v D ) sowie ein (Mf, Ts)-Mor-
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BEWEIS. Sei 5 € A. Nach Definition der (Mf,Ts)-Morphismen kommutiert das Dia-

gramm

NM! —Nf, NM,

@]} @]

q [»

M —f . M

nahe dem Nullschnitt. Die Quotienten %! und %, sind aufgrund der Definition von
D' bzw. von D Keime offener Einbettungen. Der Quotient N f ist als Quotient eines
(Vb,Ts)-Morphismus insbesondere differenzierbar. Deshalb ist auch f nahe dem s-Stra-
tum f' \Mé differenzierbar. Da s beliebig war, ist f iiberall differenzierbar. O

Korollar. G / H operiert auf H \M durch Diffeomorphismen.

BEWEIS. Sei g € G, p bezeichne die Operation von G auf M. Anwendung des vorigen
Satzes auf den dquivarianten Diffeomorphimus o(g): M — M liefert M' = M, ' = 1,
D' = D, folglich die Differenzierbarkeit von o(g): (H\M , D) —_— (H\M , D). d

Eine offene Einbettung induziert eine offene Einbettung der Quotienten:

Korollar. Sei eine Mf-Matrix (AAI i 5) gegeben und U eine offene Teilmenge von

U Ylu DIH\U
AU) elaw)y Vlaw
ist ein (Mf, Ts)-Morphismus und ihr Quotient (H\U, D'H\U) — (H\M, D) eine
offene Einbettung differenzierbarer Mannigfaltigkeiten.

M. Dann ist auch ( ) eine Mf-Matrix, die Inklusion U — M

BEWEIS. D|\v erfiillt gerade die Eigenschaften der Quotientenstruktur auf

( U Ylu ) -
AU) elaw) Vlaw)

Eine homogen operierende, normale Untergruppe darf vorab herausgeteilt werden:
Korollar. Sei H « G — Diffeo(M) eine dquivariante Mannigfaltigkeit und K eine
normal in G liegende Untergruppe von H, die auf M homogen operiere. Dann gilt:
(1) K\M besitzt die kanonische differenzierbare Struktur £* und

H/KQG/H———»Diffeo(K\M)

ist eine dquivariante Mannigfaltigkeit. Es gilt (K\M) = K\Ms, d. h. der Quo-

s
tient der Scheibentypenstratifizierung von M ist die Scheibentypenstratifizierung

von K\M. Folglich ist A(K\M) = A(M) =: A.

7.9
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2) Sei ein Tubensystem von M iiber einem Tubensystem @ von A. Dann ist der
Quotient K \¢ ein Tubensystem von K \M iiber p.

(3) Sei weiter V eine Linearisierung von (A ). Dann existiert genau eine Quo-

tientenstruktur D auf ( A oV
(K\M K\Y

) und genau eine Quotientenstruktur D auf

A o V) , und die kanonische Bijektion

(g\M,D) £ (H/K\K\M, D)
ist ein G-dquivarianter Diffeomorphismus.

BEWEISANLEITUNG. Im wesentlichen folgt die Differenzierbarkeit von f duch Anwen-
dung des Satzes 7.8 auf die Quotientenabbildung M ANy e \M . Da f tangential und

normal zu den Strata jeweils maximalen Rang besitzt, ist f ein Diffeomorphimus. O

WEITERE EIGENSCHAFTEN DER QUOTIENTENSTRUKTUR

Ich definiere ad hoc: Eine stetige Abbildung zwischen differenzierbaren Mannigfaltig-
keiten f: M — M' heifle genau dann wegweise submersiv, wenn fiir jedes z € M und
jedes w € Ty,)M' eine differenzierbare Abbildung c¢:I — M existiert, so dafl f o c
differenzierbar und (f o ¢)'(0) = w ist. Dabei ist wie iiblich I := [0,1] gesetzt. Eine

Abbildung ist genau dann eine differenzierbare Submersion, wenn sie differenzierbar

und wegweise submersiv ist. Sei nun eine Mf-Matrix (J\AJ Zﬁ ’5) gegeben.

Proposition. Die Quotientenabbildung w: M — H\M ist wegweise submersiv.

BEWEIS durch Induktion iiber die Linge des Scheibendiagramms.

Fiir einen dquivarianten Vektorraum K — O(V) ist w:V — (K\V, V) wegweise
submersiv: Sei Kv € K\V & TKO(K\V). Setze ¢:I — V, t — tv. Dann ist
t — woc(t) = Ktv = tKv differenzierbar und (w o ¢)'(0) = Kv. Damit ist w im
Nullpunkt wegweise submersiv. Auflerhalb des Nullpunkts ist w nach Induktionsan-
nahme wegweise submersiv.

Fiir ein dquivariantes Vektorbiindel E weist man die wegweise Submersivitat von
w:E — ( H \E , B) nach Reduktion der Strukturgruppe anhand des Diagramms

R % F kanonische R XAut(F) F

differenzierbare Struktur

wegweise
submersivj/ J J/w

R % K\F submersiv H\R % K\F submersiv H\R XAut(F)/K K\F

1%
&

I
s
/

&3

nach.
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Im Falle der dquivarianten Mannigfaltigkeit kommutiert

NM., ->—% M

g\NM, >— -, g\M

fiir jedes 5 € A, und 1, und ¥, sind Diffeomorphismen nahe den s-Strata. [

In Verbindung mit Satz 1.4 ergibt sich, daf§ die Quotientenabbildung w genau dann

differenzierbar ist, wenn H auf M homogen operiert!
Sei wiederum eine Mf-Matrix (]‘AI :ﬁ 5) gegeben. Laut Proposition 7.4 bilden

die Quotienten der Scheibentypenstrata zusammen mit den Quotienten der Tuben eine
abstrakte Stratifizierung (S,7) von H \M . Die differenzierbare Struktur D auf g \M

1laBt aber mehr erhoffen:

Proposition. Der Quotient S der Scheibentypenstratifizierung ist ein Whitney-Stra-
tifizierung des QQuotienten (H\M, D).

BEWEIS. Zu zeigen bleibt Whitneys Bedingung (b):

Die Strata K \Vq eines dquivarianten Vektorraums K — O(V) sind Kegel mit
Spitze 0 im Vektorraum (K\V', V), woraus (b) leicht folgt.

Ist nun H <« G — Aut(FE) ein dquivariantes Vektorbiindel, so schreibe wie iiblich

E = R X puy(F) F und Es = R X pyy(r) Fs. Dann ist

H\E:H\RXAut(F)/KK\F und H\ESZH\RXAut(F)/KK\FS-

Lokale Trivialisierungen von H \E — H \B trivialisieren daher gleichzeitig das Biindel
H\Es — g\B. Bedingung (b) folgt nun aus dem linearen Fall, da sie stabil und
lokal ist. Stabil heifit in diesem Zusammenhang: Gilt sie fiir X, Y C M, so auch fiir
X xR, Y xRCMxR.

Die Behauptung folgt jetzt aus ihrer Giiltigkeit fiir die Quotienten der Norma-
lenbiindel der Strata unter Zuhilfenahme der Tubenfamilie v, O

.. M + D
Sei wiederum ( A o V) gegeben.

Proposition.
(1) Der Quotient des Normalenbiindels eines Scheibentypenstratums ist kanonisch

G-dquivariant isomorph zum Normalenbiindel des Quotienten dieses Stratums:

H\NM: = N(g\Ms)

(2) Der Quotient des Normalenraums am Orbit im Punkte x € M ist kanonisch

7.11
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G-dquivariant isomorph zum Tangentialraum des Orbitraums im Punkte w(z):

H\N:He = T, (H\M)

BEWEIS. Die Bezeichnungen folgen Definition 7.5. H \M ist eine differenzierbare
Mannigfaltigkeit vermége D. H \Ms ist eine differenzierbare Mannigfaltigkeit vermo-
ge &0, g\NM; — f\M: ist ein riemannsches Vektorbiindel vermége B°. Die Faser
H z\N : Hz dieses Biindels ist ein euklidischer Vektorraum vermége VN H?  welches
mittelbar in V enthalten ist.

zu (1): Die fragliche Isomorphie folgt aus der Definition von D und gab bereits
Anlafl zu Lemma 7.6.

zu (2): Der Tangentialraum von H \M in w(z) spaltet in Anwesenheit der Tube 1,

kanonisch in horizontalen und vertikalen Anteil:

Toy (H\M) = Tuu) (H\Ms) & Nug)(H\M:)

Die kanonische Zerlegung des H,-Moduls N;(Hz) in nichttrivialen und trivialen Anteil

iibertriagt sich auf seinen Quotienten:

T, M,
T.Hzx

H\N:Hz = & H,\N«M;
Die beiden rechten Summanden sind nach (1) kanonisch isomorph. Die beiden linken
Summanden sind es ebenfalls, denn Hx — M; — H \Ms ist ein differenzierbares
Faserbiindel.

Zur G,-Aquivarianz sei bemerkt: Auf N, Hz operiert die Standgruppe G,; auf
Tw(x)(H\M) operiert die Standgruppe (G/H)w(z). Wegen H < G und w(z) = Hz ist
w_l((G/H)w(z)) = Gy, = HG, und H, = H N G,. Daher induziert G — G/I—[ den

Isomorphismus Ga:/Hz — (G/I-I)w(m). O

Der Gesichtspunkt (1) der Strata und ihrer Normalenbiindel steht bei den Quotien-
tenstukturen im Vordergrund. Dies harmoniert jedoch laut (2) mit der Sichtweise der

Orbits und Scheiben.

Zusammenfassung und Kritik

Ist man nur bereit, den Begriff ,,Linearisierbarkeit eines Scheibendiagramms“ zu ak-
zeptieren, so erhilt man unter Verzicht auf die technischen Einzelheiten einerseits und

die Feinheiten der Ergebisse andererseits folgenden

Existenzsatz. Sei o: H x M — M eine differenzierbare Operation einer kompakten
Liegruppe auf einer Mannigfaltigkeit. Das Scheibendiagramm dieser Operation sei

linearisierbar. Dann existiert auf dem Orbitraum H \M eine differenzierbare Struktur.
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Dieser Satz leistet den Schlufl von ,lokal“ auf ,global“: Das fiir die Existenz einer
globalen differenzierbaren Struktur auf dem Orbitraum hinreichende Kriterium der

Linearisierbarkeit entscheidet sich an dem lokalen Datum des Scheibendiagramms.

KONSTRUKTIVES VORGEHEN

Die Existenzbeweise der Quotientenstrukturen sind konstruktiv. Dies ist schlechter als
eine Charakterisierung durch eine universelle Eigenschaft, geht aber {iber eine reine
Existenzaussage hinaus. Dafl mit den Quotientenstrukturen ein konkreter Umgang

moglich ist, zeigen die Anwendungen in den folgenden Kapiteln.

FUNKTORIELLE EIGENSCHAFTEN

Vr, St, Sd, Vb und Mf sind als Kategorien definiert worden, weniger explizit auch die

Ob-Matrizen der verschiedenen Sorten und Besetzungen.

Wichtig waren einige der Vergififunktoren zwischen diesen Kategorien, z.B. der
Ubergang 2.4 von einem Aquivarianten Vektorraum V zu der dquivarianten Mannig-
faltigkeit V.0 oder S(V), der die Linge um 1 vermindert, oder der Ubergang von
einem aquivarianten Vektorbiindel mit Tubensystem und Vb-Quotientenstruktur zur
aquivarianten Mannigfaltigkeit des Totalraums mit demselben Tubensystem und der

unterliegenden Mf-Quotientenstruktur.

Schlieflich lassen sich die Quotientenbildungen in verschiedener Weise als Funkto-
ren auffassen. Sei beispielsweise eine Sd-Matrix (A ¢ V) gegeben, K die Kategorie
der mit Tubensystemen tiiber ¢ ausgestatteten dquivarianten Mannigfaltigkeiten mit
in A enthaltenem Scheibendiagramm als Objekten und (Mf,Ts)-Morphismen als Mor-
phismen und 91 einfachheitshalber die Kategorie der Mannigfaltigkeiten und differen-
zierbaren Abbildungen. Dann definiert (M ¢ ) — ( H \M , ’D) fiir die Objekte und

f — f fiir die Morphismen einen Funktor von £ nach 1.

Eine Schwéche ist der enge Morphismusbegriff bei dquivarianten Mannigfaltigkeit
bzw. bei dquivarianten Mannigfaltigkeiten mit Tubensystem, bedingt durch die restrik-
tive Definition der Vb- und Vr-Morphismen. 9.6 unternimmt einen ersten Schritt zur

Zulassung interessanterer Morphismen.

EXISTENZ VON LINEARISIERUNGEN
Diese Frage wurde bereits in 5.9 diskutiert. Der kritische Punkt ist, dafl bei 4quivarian-

ten Vektorrdumen anders als bei Aquivarianten Vektorbiindeln und Mannigfaltigkeiten

auf einer gegebenen Vr-Matrix (Z :ﬁ W

existiert. Da K \V in aller Regel topologische Singularititen besitzt, ist dies ein

) nur selten eine Quotientenstruktur V

grundsétzliches Problem. 5.9 enthélt eine Ubersicht linearisierbarer Scheibentypen.
Generell stellt dieses Kapitel eine Vorgehensweise bereit, Strukturen geeigneter Art
auf Quotienten aquivarianter Vektorrdume zu Strukturen auf Quotienten &dquivarian-

ter Mannigfaltigkeiten zusammenzufiigen.
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DIFFERENZIERBARKEIT DER QUOTIENTENABBILDUNG
Sei H « G — Diffeo(M, ) eine dquivariante Mannigfaltigkeit, so dafl auf g \M eine
differenzierbare Struktur F existiert. Vom differenzierbaren Standpunkt aus sind fol-

gende Beziehungen zwischen w und F wiinschenswert:

(1) w ist eine differenzierbare Submersion.
(2) F = W E.

(3) w ist differenzierbar.

(1) impliziert (2), (2) seinerseits (3). Nach Satz 1.4 ist (1) genau fiir homogene
Operationen erreichbar. Uber die in 1.5 definierte Garbe wy £ im allgemeinen ist (mir)
zu wenig bekannt, um entscheiden zu kénnen, wann sie eine differenzierbare Struktur
ist (vgl. [Bredon], S. 326).

Zwei Beispiele seien jedoch angegeben: Ist l(A(M)) = 2 und besitzt jedes s € A(M)
einen auf der Einheitssphére transitiven Repriasentanten — dies ist bis auf Zusammen-
hangsfragen und Symmetriegruppe Jénichs Definition einer Speziellen H-Mannigfal-
tigkeit —, so ist (F\M,wy &) eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit Rand (siehe
[Bredon], S. 327).

Operiert andererseits Z, auf C durch z — +z (siehe Punkt (2) aus Proposition 5.10),
so erwihnt [Bredon] auf S. 301 ohne Beweis, daB (Z,\C, wx &c) keine differenzierbare
Mannigfaltigkeit ist.

Ob wenigstens (3) (durch Abénderung von F) immer erreicht werden kann, lasse
ich offen.

Sei nun A(M) linearisierbar. Die Propositionen 7.4, 7.10 und 7.11 zeigen, dafi D
vom stratifizierten Standpunkt aus betrachtet vollig zufriedenstellt. Aber welche der
drei Differenzierbarkeitseigenschaften erfiillt D? Im Falle homogener Operationen alle,
ansonsten keine, da D die Quotientenabbildung stattdessen wegweise submersiv macht.

Auf eine leichte Modifikation der Konstruktion von D moéchte ich noch eingehen:
Der Einfachheit halber sei [(A(M)) = 2, auflerdem V € 5 € A(M) und k: g\V — R¢

eine Linearisierungkarte von V. Dann kann statt & auch

K\Y — R
Kv — f(|v|)-k(fi—)

[v]
mit irgendeinem Hom6omorphismus f: Ry, — R,,, der auf R ein Diffeomorphismus
ist, zur Definition einer differenzierbaren Struktur auf K \V herangezogen werden. Fiir
die Speziellen H-Mannigfaltigkeiten hat [Feck] diese Modifikationen systematisch un-
tersucht. Die Wahl f(z) = z? fithrt gerade zu wy ; siehe 7.14. Fiir alle linearisierbaren
aquivarianten Mannigfaltigkeiten der Linge 2 148t sich die Differenzierbarkeit von w
durch die allerdings willkiirliche Wahl eines f erreichen, dessen sdamtliche Ableitungen

im Nullpunkt verschwinden.
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DIE MANGELNDE NOTWENDIGKEIT

Fiir eine dquivariante Mannigfaltigkeit M sind folgende Implikationen offensichtlich:

A(M) ist linearisierbar

= H \M besitzt eine differenzierbare Struktur, so daf S eine Whitney-Stratifizierung
und w wegweise submersiv ist

= H \M besitzt eine differenzierbare Struktur

= H \M ist eine topologische Mannigfaltigkeit.

Es stellt sich die Frage, ob auch die Umkehrungen gelten oder ob in dem Spielraum

zwischen ,, F\M ist eine topologische Mannigfaltigkeit“ und ,A(M) ist linearisier-

bar“ zunichst in vielen Abstufungen vorstellbare ,pathologische“ Fille tatsichlich

auftreten. Dies ist eng verbunden mit der entsprechenden Frage fiir dquivariante

Vektorrdume: Sei der dquivariante Vektorraum K — O(V) Teil einer Vr-Matrix

V 4 . . S(V) resgvy(¥)
(A o V) und D die Quotientenstruktur auf ( A o v Dann

gilt:

V e ..
A o V) ist linearisierbar

Aut(V) / K— Diffeo( K \5 V), D) ist isomorph zu einer Darstellungssphére

( K \S V), ’D) ist diffeomorph zu einer Sphire

K \S (V) ist hombomorph zu einer Sphire

K \V ist homoomorph zu einem Vektorraum

K \V x R*, k geeignet, ist homéomorph zu einem Vektorraum

Es gibt eine dquivariante Mannigfaltigkeit M, so dal A(M) = A(V) und H \M
eine topologische Mannigfaltigkeit ist.

R T B

Die letzte Aquivalenz zeigt das folgende Lemma aus [Neumann], der die Eigenschaft
einer Operation p: H x M — M, daf} ihr Quotient eine evtl. berandete, topologische
Mannigfaltigkeit ist, QM nennt.

Lemma. Fiir eine Operation p: H — Diffeo(M) einer kompakten Liegruppe sind dqui-

valent:

(1) o hat QM.
(2) Jeder Scheibentyp 5 € Ajanicn(0) hat QM.
(3) Jeder FuBl s € Aganicn(0) hat QM.

BEWEIS. \M ist metrisierbar: Fiir eine invariante Metrik d auf M erweist sich
d(Hz,Hy) := min{ d(u,v) | v € Hz,v € Hy} als Metrik auf 7\ M. Insbesondere ist
H \M damit hausdorffsch. Nach Satz 1.1 ist der Orbitraum daher genau dann eine
topologische Mannigfaltigkeit, wenn er lokal homéomorph zu R™ ist.

Nach dem Scheibensatz 1t sich \M durch zu g, \N «(Hz), x € M, hombomor-
phe Riume offen iiberdecken. Dies zeigt die Aquivalenz von (1) und (2).

7.16
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Ebenso a8t sich fiir jeden FuB [V] € Agpunicn(e) K\V durch zu g/\V', V' > V,

homgéomorphe Riume offen iiberdecken. Dies zeigt die Aquivalenz von (2) und (3). O

Fiir Operationen mit abelschem Scheibendiagramm kann die Frage 7.16, wie der
Hauptsatz 5.11 des zweiten Kapitels zeigt, bejaht werden: Die Linearisierbarkeit des
Scheibendiagramms ist notwendig dafiir, dafl der Quotient eine topologische Mannig-
faltigkeit ist!

Im nichtabelschen Fall habe ich die Existenz pathologischer Fille allerdings weder
zu beweisen noch zu widerlegen versucht. Mein Hauptinteresse galt der Angabe eines
yverniinftigen® fiir die Existenz einer differenzierbaren Struktur auf dem Orbitraum

hinreichenden Kriteriums.

§8 Isotopien

Quotientenstrukturen sind nicht fiir Objekte, sondern fiir mit Tubensystemen ausge-
stattete Objekte definiert. Tubensysteme existieren zwar immer, sind aber nicht ein-
deutig, und die Quotientenstrukturen hingen, wie das folgende Beispiel zeigt, tatsich-
lich von der Wahl des Tubensystems ab.

In diesem Paragraphen werden deshalb Isotopiebegriffe fiir Tubensysteme und Quo-
tientenstrukturen eingefiihrt, so daff es auf jedem Objekt nur eine Isotopieklasse von
Tubensystemen gibt und auf isotopen Tubensystemen isotope Quotientenstrukturen
existieren. Die Isotopieklasse der Quotientenstruktur hingt daher nicht von der Wahl
eines Tubensystems ab. Aus technischen Griinden beweise ich die Aussagen iiber Iso-
topien von Quotientenstrukturen nur fiir kompakte dquivariante Mannigfaltigkeiten

bzw. d4quivariante Vektorbiindel mit kompakter Basis.

BEISPIEL fiir die Abhéngigkeit der differenzierbaren Struktur von der Wahl des Tu-

bensystems: Betrachte die &quivariante Mannigfaltigkeit

Zz < Zz EEE—— lefeo(V),

+1 —— (v +— $v)

wobei V ein zweidimensionaler reeller Vektorraum sei. V0 ist das Hauptstratum,
0 die Fixpunktmenge. Identifiziere ToV mit V. Ein Skalarprodukt ¥ auf V bestimmt
die Tube von 0 in V mit dem Keim von idy in 0 als Tubenabbildung und 9 als
riemannscher Metrik des Normalenbiindels 7oV — {0}. Diese bildet zusammen mit
der trivialen Tube des Hauptstratums ein Tubensystem.

Nach Proposition 5.10 besitzt der dquivarianter Vektorraum Z; — O(V,d) genau
eine Linearisierung V7. Diese Struktur V? eines euklidischen Vektorraums auf ZZ\V
liegt durch ||Zsv|| := ||v]] und <(Z2v,Zsw) := 2 - min{<(v,w), <(—v,w)}, wobei <

den in [0, 7] gelegenen unorientierten Winkel bezeichnet, bereits fest. Fiir jede Basis
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{v,w} von V gilt:
Pow: R —— (2,\V,V’)
Der Weg +tv fiirt <0 ist differenzierbar
t ——
+tw firt>0
& Yo,w 1t linear
< H(v,v) = Hw,w) und J(v,w) =0

< {v,w} ist eine Orthonormalbasis von mﬁ.

Einheitskreis von V

Zeichnung 4: Das Urbild unter der Quotientenabbildung einer differenzierbaren Kurve

durch {0}

Das heifit, zwei Skalarprodukte fithren genau dann zur selben differenzierbaren Struk-

tur auf ZZ\V, wenn sie zueinander proportional sind. Nach einer Identifikation V = R?

a b
b 1

produkte modulo Proportionalitit.

bildet etwa { ( ) | ¥* < a} ein vollstindiges Reprisentantensystem der Skalar-

Schon die von Skalarprodukten herkommenden Tubensysteme—es gibt noch viele
mehr — fithren also zu einer zweidimensionalen Schar differenzierbarer Strukturen auf

dem Quotienten.

Allgemeines

I bezeichne wie iiblich das Einheitsintervall [0,1]. Seien U und M topologische Riume
(oder differenzierbare Mannigfaltigkeiten) und f:I x U — I x M eine stetige (bzw.
differenzierbare) Abbildung. Fir V¢ € I heifit

ft: U —— M

r ——— pryof(t,z)

das Stadium von f zur Zeit ¢t. fo heifit das Anfangsstadium, f; das Endstadium
von f. Schreibe auch f* statt f;. f erhélt den Parameter : & pr;of = pry, d.h.
f(t,z) = (¢, fe(xz)). f ist konditioniert : < Je > 0Vt < eify = fo A fi—e = f1.
f startet mit der Inklusion : < U C M und f, ist die Inklusionsabbildung von U in M.
Nenne f auch ,intern“. Falls dabei U = M ist, startet f mit der Identitit.
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Ein den Parameter erhaltendes, konditioniertes f heifit eine (topologische bzw. dif-
ferenzierbare) Isotopie von U in M. Bei den in diesem Paragraphen noch zu defi-
nierenden Isotopien von Tubenumgebungen, Tuben, Tubensystemen, Quotienten und
Prinzipalbiindeln treten weitere Eigenschaften hinzu.

Ein Isotopie f heifit eine Isotopie (offener) Einbettungen : < Jedes f; ist eine (of-
fene) Einbettung, d.h. f; ist ein Hom6omorphismus (bzw. Diffeomorphismus) auf sein
Bild, und dieses ist offen in M. Bei einer Isotopie von Einbettungen setzte ich still-
schweigend voraus, dafl sie mit der Inklusion startet. Eine differenzierbare Isotopie
von Einbettungen braucht selbst keine differenzierbare Einbettung zu sein. Hier irrt
[Hirsch], S. 178, vgl. [Brocker/Jéanich], S. 100. Jedoch ist f genau dann eine diffe-
renzierbare Isotopie offener Einbettungen, wenn f eine konditionierte, differenzierbare
offene Einbettung tiber I ist.

Eine Isotopie f heifle eine Isotopie von Automorphismen : < f startet mit der Iden-
titat und jedes f: ist ein Homdomorphismus (bzw. Diffeomorphismus). Eine Isotopie f
heiflt auch eine Isotopie von fy nach f;. Allerdings bezeichne ich Abbildungen bereits
mit fo und f;, wenn ich die Existenz einer sie verbindenden Isotopie f erst behaupte.
Eine Isotopie f heifit konstant : < Je zwei ihrer Stadien sind gleich.

Eine Isotopie kann durch (¢,z) — (¢, fo(z)) fiir ¢ < 0 und (¢,2) — (¢, f1(z)) fiir
t > 1 zu einer Abbildung R x U — R x M fortgesetzt werden. Da I x U und I x M im
differenzierbaren Fall ,schlimmere* Rénder als U bzw. M haben, denke sich der Leser

f, wenn nétig, in der beschriebenen Weise fortgesetzt.

Isotopien von Tubensystemen

IsOTOPIEN VON TUBENUMGEBUNGEN

Sei X eine Untermannigfaltigkeit einer Mannigfaltigkeit M, NX —— X das Norma-
lenbiindel von X in M, und U eine offene Umgebung von Onx in NX. Eine differen-
zierbare Isotopie p:I x U — I x M heifit eine Isotopie von Tubenabbildungen, wenn
jedes ¢ eine Tubenabbildung von X in M ist.

Eine differenzierbare Isotopie ¥: 1 x X — I x NX ® NX heiflit eine Isotopie rie-
mannscher Metriken des Vektorbiindels N X, wenn jedes ¥ eine riemannsche Metrik
von NX ist.

Ein Paar (¢,?) aus einer Isotopie ¢ von Tubenabbildungen und einer Isotopie 9
riemannscher Metriken von NX heifit eine Isotopie von Tubenumgebungen von X

in M. Statt (p,9) schreibe ich meist nur ¢.

IsoTOPIEN VON TUBEN

Zwei Isotopien ¢: I x U — I x M und ¢:I x V — I x M von Tubenabbildungen von
X in M heiBen #iquivalent, wenn sie nahe I x O x gleich sind. Eine Aquivalenzklasse
zusammen mit einer Isotopie riemannscher Metriken des Normalenbiindels heifit eine

Isotopie von Tuben von X in M.
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IsOTOPIEN VON TUBENSYSTEMEN
Eine Familie ¥ = (%s)sca(m) von Isotopien von Tuben heifit eine Isotopie von Tuben-

systemen der dquivarianten Mannigfaltigkeit M, wenn 9* := ((¢5 )t) fiir jedes ¢

sEA(M
ein Tubensystem der dquivarianten Mannigfaltigkeit M ist; analog fiier \(/'r 1)1nd Vb.

Eine Familie ¥ = (¢V)V€5 von Isotopien von Vr-Tubensystemen heifit eine Isoto-
pie von Tubensystemen des Scheibentyps s, wenn #? := ((¢V)t) Ves fiir jedes t ein
Tubensystem des Scheibentyps s ist.

Eine Familie ¢ = (¢%)sca von Isotopien von St-Tubensystemen heif}t eine Isotopie
von Tubensystemen des Scheibendiagramms A, wenn ¢* := ((¢°)")sca fiir jedes ¢ ein
Tubensystem des Scheibendiagramms A ist.

Nenne eine Isotopie ¥ von Tubensystemen eines Objekts Y, welches kein Scheiben-
diagramm ist, iiber einer Isotopie ¢ von Tubensystemen des Scheibendiagramms A(Y)
bzw. des verkiirzten Scheibendiagramms A(Y )\ {Fuf}} liegend, wenn fiir jedes t € I
das Tubensystem % iiber dem Tubensystem ¢* liegt.

Die Matrixnotation wird auf Isotopien ausgedehnt: Nenne (A ¢ ); eine Sd-Iso-

topie-Matrix, wenn ¢ eine Isotopie von Tubensystemen des Scheibendiagramms A
ist. Nenne (Z :ﬁ) eine Ob-Isotopie-Matrix, wenn auflerdem Y € Ob # Sd mit
A(Y) = A bzw. A(YI)\{Fuﬁ} = A und % eine Isotopie von Tubensystemen von Y
iber ¢ ist. Die Ob-Isotopie-Matrix (z o )I erklirt sich von selbst.

Als Faustregel gilt: 9 ist eine Isotopie von was-auch-immer, wenn fiir jedes ¢t € I das
durch Hineinziehen des Parameters in simtliche Familien definierte Zwischenstadium

2t ein was-auch-immer ist.

KURrzE Ts-ISOTOPIEN
Sei Y ein Objekt der Lange 0, 1 oder 2, jedoch keine dquivariante Mannigfaltigkeit der
Linge 2. Dann besitzt Y gemif 4.15 genau ein Tubensystem °. Folglich besitzt Y

genau eine Ts-Isotopie 1, ndmlich die konstante Isotopie von ° nach ¥°.

FORTSETZBARKEIT VON ISOTOPIEN VON TUBEN
Zur Anwendung in Lemma 8.3 bendtige ich statt des starken Isotopies’atzes fiir Tu-

ben 4.6 eine Folgerung aus dem Existenzsatz fiir Tuben 4.7:

Lemma. Das folgende ist beziiglich einer Operation einer kompakten Liegruppe dqui-
variant zu lesen: Sei A eine abgeschlossene Teilmenge einer Untermannigfaltigkeit X
einer Mannigfaltigkeit M. ¢° und ' seien Tuben von X in M und ¢4 der Keim
in A einer Isotopie von res4(¢®) nach resa(p!). Dann existiert eine @ 4 fortsetzende

Isotopie ¢ von ° nach ¢?.

BEWEIS. Nach 8.1 ist eine Isotopie von Tuben von X in M eine konditionierte Tube
von I x X in I x M iiber I und umgekehrt.

8.2
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idy x¢® mnahe {0} x X
X =14 ¢A nahe I x A
idr xp! mnahe {1} x X

ist der— da ¢ 4 konditioniert ist, wohldefinierte — Keim in {0} x X UI x AU {1} x X
einer Tube von I x X in I x M iiber I. Laut Satz 4.7 lafit sich x zu einer Tube von
I x X in I x M iber I fortsetzen. pry:I x M — I spielt dabei die Rolle der in Satz 4.7

auftretenden Submersion. O
FORTSETZBARKEIT VON ISOTOPIEN VON TUBENSYSTEMEN

Lemma.

(Vr) Seien v° und ' Tubensysteme des dquivarianten Vektorraums V iiber ¢° bzw. ¢!
und ¢ eine Isotopie von ¢° nach p!. Dann existiert eine Isotopie 1) von ° nach 1!
tiiber .

(St) Seien ° und ! Tubensysteme des Scheibentyps s iiber p° bzw. ¢ und ¢ eine
Isotopie von ¢° nach ¢'. Dann existiert eine Isotopie ¥ von 9%° nach v iiber ¢.

(Sd) Seien I' C A Scheibendiagramme, ¥° und ' Tubensysteme auf A und ¢ eine
Isotopie von 9°|r nach v¥!|r. Dann existiert eine Isotopie 1) von 4° nach v mit
Ylr =

(Vb) Uber jeder Isotopie von Tubensystemen von A(E) liegt genau eine Isotopie von
Tubensystemen von E.

(Mf) Seien 9° und ¢* Tubensysteme von M iiber ©° bzw. o, ¢ eine Isotopie von ¢°
nach p', A C M abgeschlossen und v 4 der Keim in A einer Isotopie von res 4(°)
nach res(p') iiber ¢|aca). Dann existiert eine 14 fortsetzende Isotopie ¥y
von v° nach ! iiber .

BEWEIS. Die Aussagen lassen sich analog zu denen des Existenzsatzes 4.18 zeigen,
wobei in (Mf) statt auf die Fortsetzbarkeit von Tuben (Satz 4.7) auf die Fortsetzbarkeit

von Isotopien von Tuben (Lemma 8.2) zuriickgegriffen wird. O

ISOTOPIEKLASSEN VON TUBENSYSTEMEN

Ein Tubensystem +° eines Objekts Y heiflt isotop zu einem Tubensystem ! desselben
Objekts : < Es gibt eine Ts-Isotopie 1 von Y mit Anfangsstadium ¢° und Endsta-
dium . Offenbar ist Isotopie von Tubensystemen eine Aquivalenzrelation. Bezeichne
die Isotopieklasse von 1 mit [1/°]. Einprigsam formuliert lautet die fiir die meisten

Anwendungen ausreichende Folgerung aus Lemma 8.3:
Korollar. Je zwei Tubensysteme eines Objekts sind isotop.

Ist Y kein Scheibendiagramm und sind +° und %! Tubensysteme von Y iiber ein
und demselben Tubensystem ¢°, so gibt es eine Isotopie 9 von %° und %!, die iiber

der konstanten Isotopie id x° liegt.
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Isotopien von Quotienten

DEFINITIONEN
Isotopien von Quotienten —kurz: Q-Isotopien — werden rekursiv iiber die Linge de-

finjert. (A ¢ f); heifit eine Sd-Isotopie-Matrix der Linge 0, wenn (A ¢ ); eine

Sd-Isotopie-Matrix der Liange 0 und f die leere Familie ist. (J\Al :ﬁ ;L) heifit eine
I

lder Lange 0, wenn auflerdem (JZ :ﬁ) eine Mf-Isotopie-Matrix der Lange 0 und h
I
die Abbildung @ — O ist.

Rekursionsschritt: Seien jetzt dreispaltige Ob-Isotopie-Matrizen der Linge hoch-

stens [ — 1 bereits definiert.

(Z :ﬁ ?) heifit eine Vr-Isotopie-Matrix der Lange [, wenn (A ¢ f); eine
I
Sd-Isotopie-Matrix der Lénge [ — 1, (X :ﬁ) eine Vr-Isotopie-Matrix der Lénge [
I

und h:I x K\V — I x K\V eine stetige Abbildung ist, so dafl in Anlehnung an
Lemma 5.5 gilt:

(I0) h erhilt den Parameter, ist konditioniert und startet mit der Identitét,
(I1) h¢ ist ein Homoomorphismus,
(I2) hy ist normerhaltend,
(I3) hy ist Ry o-dquivariant,
)
5)

(14) hy ist Aut(V) / K-aquivariant,

(I ( 5(V) ress((;—)(d)) h}lc) ist eine Mf-Isotopie-Matrix der Lange ! — 1, wobei
I

h|.. die Einschriankung von h auf I x K\S(V) — I x K\S(V) bezeichnet.

(5 ¥ h) heifle eine St-Isotopie-Matrix der Lénge [, wenn h = (hV)VEg, eine

a4 ¢ f);
oo - Vv ¥V AV

Familie ist, so daf} fiir jedes V € 5

A ¢  f

fiir jeden Vr-Morphismus a: V — V' mit V, V' € s das Diagramm

) eine Vr-Isotopie-Matrix ist und
I

K\V K, K\V

)

K/\V’ _h K/\V’
kommutiert.
(A @) heifit eine Sd-Isotopie-Matrix der Lange [, wenn f = (f*)sca eine Familie

ist, so daf} fiir jedes s € A ( ° vrL ) eine St-Isotopie-Matrix ist.
St>5 @’ f| I

8.5
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Seien eine Sd-Isotopie-Matrix (A ¢ f); der Linge I, ein dquivariantes Vek-
torbiindel E — B mit A(E) = A, eine iiber ¢ liegende Isotopie 9 von Tubensystemen
von E und U C B gegeben. Schreibe wie {iblich E = R x . (r) F. Weiter sei

offen

gIxH \R[ mu — I xH \R eine interne Isotopie von Prinzipalbiindeln, soll heifien:
g ist eine G x Aut(F')-dquivariante, interne, differenzierbare Isotopie. Der Scheibentyp
von F sei 5; dann enthalt die Sd-Q-Isotopie f die St-Q-Isotopie f*, diese wiederum die
Vr-Q-Isotopie f¥. Definiere h durch h; := g; x Aut(F) f¥ — ausfiihrlich notiert

h: I XH\ElH\U 5 T x H\E .
(t ’ [pay]) P (t ’ {gt(p)9ftF(y)])

Dann heifit (E v h) eine Vb-Isotopie-Matrix der Lange [.
A ¢ f);

Wie iiblich ist h wegen der Rso-Aquivarianz durch seinen Keim im Nullschnitt
bestimmt; zwischen beiden wird daher nicht unterschieden. Beachte ferner, daf} je-
des Stratum H \Eg die kanonische differenzierbare Struktur £ besitzt und die Ein-

schrankung I x \Eq[ H\U .., I xH \Es differenzierbar ist, da ¢ differenzierbar ist.

Seien eine Sd-Isotopie-Matrix (A ¢ f); der Lange [ — 1, eine dquivariante Man-
nigfaltigkeit M mit A(M) = A, eine iiber ¢ liegende Isotopie ¥ von Tubensystemen
von M, eine offene Teilmenge U von M und eine G-dquivariante, interne, topologische
Isotopie f:I x H\U — I X H\M gegeben. Fiir s € A sei der als die kommutative

Erganzung des Diagramms

IxH\U _r IXH\M

K[] Tidl x 0 (b)

n N

NM, .

definierte Keim h® der Keim einer Vb-Q-Isotopie auf ( St ol
>s .

. Dann heif3t
»)

(]‘Al :ﬁ ;L) eine Mf-Isotopie-Matrix der Lange I. Wegen (b) und der entsprechen-
I

den Bemerkung bei den Vb-Q-Isotopien ist fiir jedes s die Einschrénkung von f zu
(I x H\Us,f,'k"“) — (I x H\Ms,gkan) differenzierbar.

Damit ist die Rekursion abgeschlossen.

A o f

C . Y o
hehen — ,,h ist -Isotopie auf “.
schehen ist eine Q-Isotop <A o f)[

Statt ,,(Y v h) ist eine Ob-Isotopie-Matrix“ sage ich auch— wie bereits ge-
I
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Wiinschenswert wire ein Begriff von Q- Morphismen, so daf einerseits die Stadien
der Q-Isotopien Isotopien von Q-Morphismen sind, andererseits (Ob,Ts)-Morphismen

auf Quotientenniveau Q-Morphismen induzieren.

FORTSETZBARKEIT VON ISOTOPIEN MIT KOMPAKTEM KOMPLEMENT

Sei A % U fg M und f: IxU — IxM eine interne, topologische oder differenzierbare
abg  offen

Isotopie. Ich sage, f habe kompaktes Komplement beziiglich A, wenn I x M~ f(I x A)
relativ kompakt in I x M liegt. Fiir die Anwendung in Proposition 8.8 geniigt folgende

Aussage iiber die Fortsetzbarkeit von Isotopien:

Lemma. Sei A % U g M, f:I xU — I x M eine dquivariante, differenzierbare
abg offen

Isotopie offener Einbettungen mit kompaktem Komplement. Dann gibt es eine dqui-

variante differenzierbare Isotopie g:1 x M — I x M von Automorphismen mit g = f

nahe I x A.

BEWEIS, vgl. [Hirsch], Kapitel 8. Mit Hilfe einer Zerlegung der Eins lifit sich ein
konditioniertes, den Parameter erhaltendes Vektorfeld v:I x M — TI x TM kon-
struieren, so daf %{ = v o f nahe I x A gilt. Konditioniert heifit in diesem Fall
de > 0Vt < g,z € M:pryov(t,z) = 0 € TM, und parametererhaltend bedeutet
pry ov = % € TI. Setze v durch den konstanten Wert (%,0) ETR xTM auf R x M
fort.

Zu jedem z € M existiert genau eine Kurve c;:[0,r,[— M, so daB} ¢,(0) = z und
¢(t) = pryou(t,cg(t)) gilt und r, € [0,00] maximal ist. Fir z € 4 ist r, = oo,
denn c¢,(t) = pry of(t,z), und fiir « € M\ A ist r, = oo, denn ¢, verlduft ganz in dem
Kompaktum cl (pr, (Ix M\ f(IxA))). g(t,z) := c,(t) definiert dann eine Diffeotopie

wie gewiinscht. [

BEMERKUNG. Dieses Lemma gilt auch unter der folgenden, schwicheren Vorausset-
zung: Sei U C M und f:I x U — I x M eine differenzierbare Isotopie offener

offen
Einbettungen. Sei A eine abgeschlossene Teilmenge von U und ¥ eine riemannsche

Metrik auf M. cl (pr2 (I X M~ f(I x A))) sei als metrischer Raum vollstdndig, und
flu<a sei beschrinkt, soll heiflen: 3b € R,, V7 € I,u € U\ A: H pPr,y (%%(7»“))” < b

FORTSETZBARKEIT VON Q-ISOTOPIEN

Proposition.

(Vr) Auf jeder Vr-Isotopie-Matrix (Z :ﬁ f) existiert eine Q-Isotopie h.
I

(St) Auf jeder St-Isotopie-Matrix (Z :ﬁ f) existiert eine Q-Isotopie h.
I

(Sd) Auf jeder Sd-Isotopie-Matrix (A ¢ ); existiert eine Q-Isotopie f.

8.6

8.7

8.8
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(Vb) Sei E — B ein dquivariantes Vektorbiindel, A - U < B und
abg  offen

Ix E\E|g\v —*— IxH\E

l l

Ix g\U —————LIXH\B

eine Q-Isotopie offener Einbettungen auf einer FE enthaltenden Vb-Isotopie-Ma-

trix (g :’ﬁ f) , so daB h beziiglich H\A kompaktes Komplement besitzt.
I

Dann existiert auf derselben Matrix eine Q-Isotopie h:I x H\E — I x H\E
von Automorphismen mit h = h nahe H\E \H\A'

(Mf) Sei M-y eine Mf-Isotopie-Matrix und A C U C M. Auf dieser
A ® f I abg offen

Matrix sei h: I X H\U — I X H\M eine (Q-Isotopie offener Einbettungen mit
beziiglich H \A kompaktem Komplement. Dann existiert auf derselben Matrix
eine Q-Isotopie h:I x H\M — I x H\M von Automorphismen mit h = h
nahe g \A.

BEWEISSKIZZE, vgl. die Lemmata 4.18 und 8.3 sowie die Existenzaussagen iiber die
Quotientenstrukturen. Die Aussagen seien fiir Matrizen der Linge hochstens [ — 1

bewiesen. Die Ausgangsmatrizen haben nun die Linge [.

zu (Vr): Auf der Mf-Isotopie-Matrix (5 (AV) reSS(;”(‘b) f) der Lénge I — 1
I

existiert nach Induktionsannahme (Mf) mit A = & eine Q-Isotopie
h: Ix g\S(V) —— IxEg\S(V)

von Automorphismen. Die kegelférmige Fortsetzung h auf I x K \V hat die gewiinsch-

ten Eigenschaften.
(St) und (Sd) verlaufen wie {iblich.

zu (Vb): Schreibe wie iiblich E = R Xauyr) F. Sei s der Scheibentyp von F.
Dann enthilt f die St-Q-Isotopie f* und diese enthilt ihrerseits die Vr-Q-Isotopie fF.
h¢ schreibt sich nach Definition als g; X py¢(F) /K fF, wobei

IxH\Rlgpwv —*— IxH\R

l J

Ixg\U —E—+IXH\U
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eine Isotopie von Prinzipalbiindeln ist. Insbesondere ist g eine differenzierbare Isoto-
pie offener Einbettungen mit beziiglich g \R| m\A kompaktem Komplement, da h eine
differenzierbare Isotopie offener Einbettungen mit beziiglich F \A kompaktem Kom-
plement ist und die Fasern von f \R — H \B kompakt sind.

Wihle g geméfl Lemma 8.6, und zwar G / H xAut(V) / K-dquivariant. Dann definiert
hy = G X Aut(F)/ g fF eine Q-Isotopie h wie gewiinscht.

zu (Mf): Sei 5 das oBdA einzige minimale Element in A(M) und

Ixg\NUs —" I x g\Ms

j j "

IXH\US ke IXH\M5

die durch (b) definierte Vb-Q-Isotopie. Die Abbildung h* der Totalriume ist insbe-
sondere eine topologische Isotopie offener Einbettungen, da dies wegen (b) nahe dem
s-Stratum gilt und h® Ry ¢-4quivariant ist.

Da h beziiglich g \A kompaktes Komplement besitzt, h die Strata respektiert und
H\Ms in g\M abgeschlossen ist, folgt, dal die Abbildung h|. der Basen aus (h)
beziiglich F\ As kompaktes Komplement besitzt. Nach (Vb) existiert daher eine Fort-

setzung S auf ganz I x H\NMs. Setze

. iL—— N 1 nahe H\A
s 0 h¥0idr x¥? nahe H\NMS.

Sei g \V der Definitionsbereich von h' und B eine in V enthaltene abgeschlossene
Umgebung von A U X. Die Einschrankung

Ix g\V~Vi —— I x g\M~M;

von h' ist eine Mf-Q-Isotopie offener Einbettungen mit beziiglich F \B \Bs kom-
paktem Komplement. Da sich durch Entfernen des tiefsten Stratums aus M die

Liange des Scheibendiagramms verringert, existiert nach Induktionsannahme (M{f) eine

Mf-Q-Isotopie
k: Ix F\M~Ms —— I x g\M~M;

von Automorphismen mit k£ = h' nahe H\B\Bs. Das durch

i k aufH\M\Ms
TR naheH\B

definierte % hat nun die gewiinschten Eigenschaften. [J
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(Vr), (St) und (Sd) lielen sich zu Fortsetzungsaussagen verschirfen.

BEMERKUNG. Auf dem Niveau der Objekte lassen sich Isotopien mit analogen Fortset-
zungseigenschaften definieren, deren Quotienten Q-Isotopien sind. Allerdings sind dies
im Falle der dquivarianten Vektorrdume keine Isotopien euklidischer Vektorraume, im
Falle der dquivarianten Vektorbiindel keine Isotopien riemannscher Vektorbiindel und

im Falle der Aquivarianten Mannigfaltigkeiten keine differenzierbaren Isotopien.

Isotopien von Quotientenstrukturen

Eine Quotientenstruktur auf dem Anfangsstadium einer Isotopie-Matrix kann mittels
einer Q-Isotopie auf das Endstadium tibertragen werden. Die fiir Linge [ — 1 definierte
iibertragene Sd-Quotientenstruktur f1*(V) wird in den Aussagen fiir Linge [ bereits

verwendet:

Lemma und Definition. ¢g, @1 und g, %1 bezeichnen stets Anfangs- und Endsta-
dium der Ts-Isotopien ¢ und .

(Vr) Zu einer Q-Isotopie auf einer Vr-Isotopie-Matrix (V 4 ); und einer Quotien-

tenstruktur V des Anfangsstadiums (V  4°) existiert genau eine Quotienten-

struktur h,*V des Endstadiums (V '), so da8
(B\V,"V) —2— (K\V,V) ()

ein Isomorphismus euklidischer Vektorrdume ist. Hei8t die h unterliegende
Sd-Q-Isotopie f und die V unterliegende Sd-Quotientenstruktur W, so liegt hy*V

iiber fi*W.
) ) . (s Y h ) . (s Y° VY
(St) Zu einer St-Isotopie-Matrix (A o f); und einer St-Matrix (A 0 W)
.. . . S 'l,bl hl*V e . .
existiert genau eine St-Matrix (A o1 hl*W)’ so daB fiir jedes V € s die

Isomorphie (f) gilt.
(Sd) Zu einer Sd-Isotopie-Matrix (A ¢ f); und einer Sd-Matrix (A ¢° V) exi-
stiert genau eine Sd-Matrix (A ' f1*V), so daB fiir jedes V € s € A die

Isomorphie (§) gilt.
0
:’ﬁ f)I und einer Vb-Matrix (i :ﬁO 5)
_ . . « E ! .
existiert genau eine Quotientenstruktur f;*B auf 1 «v, |- Eine Q-Iso-
A ot [V

topie h: I x H\E|H\U — I H\E auf(i 2 f

sen Isomorphismus riemannscher Vektorbiindel

(Vb) Zu einer Vb-Isotopie-Matrix (f\

) induziert einen faserwei-
I

hy: (H\E’H\Ua(fl*B”--) — (H\E, B).
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0
:ﬁ f)_r und einer M{-Matrix (]AVI :ﬁo 5)
’l/)l

existiert genau eine Quotientenstruktur f;*D auf ( M 1 x~ny |- Eine Q-Iso-
a4 o AV

(Mf) Zu einer Mf-Isotopie-Matrix (]X

topie h: I x H\U — I x H\M auf (]Z :ﬁ f) induziert eine differenzier-
I
bare Abbildung

hi: (B\U, (A"D)].) — (#\M, D).

BEWEIS. Da h; ein Homoéomorphismus ist, ist bei (Vr) lediglich zu zeigen, daff die
durch (}) definierte Struktur h1*V eines euklidischen Vektorraums auf K\ V eine iiber
f1*W liegende Quotientenstruktur ist. Die Eigenschaften (L1) bis (L5) aus Lemma 5.5
fiir 1™V folgen aber aus den Eigenschaften (L1) bis (L5) fiir V und (I1) bis (I5) fiir A
(siehe Definition 8.5).

Bei (St) bis (Mf) ergeben die definitionsgeméfien Eigenschaften der Q-Isotopien und
der Quotientenstrukturen miihelos die behaupteten Eigenschaften der iibertragenen

Quotientenstrukturen. [

BEMERKUNGEN.
(a) Ist in (Mf) h eine Q-Isotopie offener Einbettungen, so ist ihr Quotient

hi: (H\M, (D)) —— (H\M, D)

eine differenzierbare offene Einbettung. Ist h sogar eine Q-Isotopie von Automor-
phismen, so ist f,*D durch ,hi: (H\M, fi*D) — (H\M , D) ist ein Diffeo-
morphismus“ charakterisiert.

(b) Analoges gilt in (Vb).

(¢) In Lemma und Definition liefle sich der Zeitpunkt 1 durch einen beliebigen Zeit-
punkt ¢ € I ersetzen.

ISOTOPIEKLASSEN VON QUOTIENTENSTRUKTUREN

Eine Mif-Isotopie-Matrix (JX i ;) heifit eine Isotopie von einer Mf-Matrix
I

0 o 1 1
(]\Z zo 50) nach einer Mf-Matrix <]‘Al :/b)l 31), wenn ¢°, ¢! und ¥°,

Anfangs- und Endstadium von ¢ und 4 sind, sowie V! = f;*V° und Q' = f,*Q°
gilt. D! heifit dann isotop zu D°; [D°] bezeichne die Isotopieklasse von D°. Verlangt
man, daf ¥, ¢ oder f konstant sind, erhilt man feinere Isotopieklassen. Fiir die ande-
ren Sorten und die schwicheren Besetzungen von Matrizen sind die Definitionen der

Isotopien offensichtlich.
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Lemma.
(Sd) Seien (A ¢° V°) und (A ') Sd-Matrizen. Dann existiert auf (A ')

eine zu V° isotope Quotientenstruktur V*.

Seien nun (A ¢° V%) und (A ' V') isotope Sd-Matrizen.

0 0 1
(Vr) Seien (Z :ﬁO );}VO) und (Z :ﬁl V1> Vr-Matrizen. Dann gibt es eine zu

1
WO isotope Quotientenstruktur W' auf (Z :ﬁl Vl)' Zwei solche Quotien-
tenstrukturen W' und W'' sind durch eine Q-Isotopie h auf der konstanten

_ . (V idpxy?
Vr-Isotopie-Matrix (A idr xp! idy xida

(St) Gleiches gilt fiir einen Scheibentyp s anstelle des dquivarianten Vektorraums V.

isotop.

(Vb) Seien 1o und v, tber o bzw. @1 liegende Tubensysteme eines dquivarianten
Vektorbiindels E mit kompakter Basis. Dann ist die eindeutig existierende Quo-

. E ° . . S, .
tientenstruktur auf (A :ﬁo VO) isotop zu der eindeutig existierenden Quoti-

E !
entenstruktur auf(A o1 Vl)'

(Mf) Gleiches gilt fiir eine kompakte dquivariante Mannigfaltigkeit M anstelle des

dquivarianten Vektorbiindels E.
DER BEWEIS folgt aus Proposition 8.8 und 8.9. [

BEMERKUNG. Vermutlich gelten die Aussagen (Vb) und (Mf) diese Lemmas auch ohne
die Kompaktheitsvoraussetzung. Den Anfang dazu macht die Bemerkung 8.7. Wie die
Kompaktheitsbedingungen in Proposition 8.8 durch Beschrinktheitsbedingungen zu

ersetzen wiren, ist allerdings fraglich.

Spricht man statt von Quotientenstrukturen von Qs-Isotopieklassen, so ist wegen
der Existenz von Tubensystemen 4.19, der Isotopie von Tubensystemen 8.4 und des
gerade bewiesenen Lemmas 8.10 Wahl und Erwéhnung von Tubensystemen obsolet:
Man kann direkt von einer Qs-Isotopieklasse [V] auf einem Scheibendiagramm A und
von einer iiber [V] gelegenen Qs-Isotopieklasse [Q] eines iiber A gelegenen Objekts Y

sprechen.

Korollar.

(Sd) Ein Scheibendiagramm ist beziiglich eines jeden Tubensystems linearisierbar,
wenn es beziiglich irgendeines Tubensystems linearisierbar ist.

(Vb) Uber jeder Qs-Isotopieklasse [V] von A(E) liegt genau eine Qs-Isotopieklasse
[Q] des dquivarianten Vektorbiindels E mit kompakter Basis.

(Mf) Uber jeder Qs-Isotopieklasse [V] von A(M) liegt genau eine Qs-Isotopieklasse
[Q] der kompakten dquivarianten Mannigfaltigkeit M.
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(Mf') Sei M eine kompakte dquivariante Mannigfaltigkeit und [V] eine Qs-Isotopie-
klasse von A(M). Dann besitzt M eine ausgezeichnete Qs-Isotopieklasse [D].
Insbesondere besitzt der Quotient H \M die Struktur einer differenzierbaren
Mannigfaltigkeit, und zu je zwei ausgezeichneten differenzierbaren Strukturen,
d.h. zu je zwei D, D' € [D], gibt es eine mit der Identitit startende Isotopie
h: I x H\M —s I % H\M von Homéomorphismen mit D' = h;*D.

BEWEIS. (Sd) folgt aus dem entsprechenden Teil des Lemmas 8.10.

(Vb) und (M{) folgen aus der eindeutigen Existenz von Quotientenstrukturen iiber
einer gegebenen Linearisierung bei dquivarianten Vektorbiindeln und &dquivarianten
Mannigfaltigkeiten (Lemma 6.3 und Satz 7.7) und der diesem Korollar vorangehenden
Bemerkung.

(Mf') folgt aus (Mf), da eine Q-Isotopie von Automorphismen insbesondere eine mit

der Identitit startende Isotopie von Homdbomorphismen ist. O

WARNUNG zu (Sd). Es gibt Scheibendiagramme, die nicht linearisierbar sind. Mir ist

unbekannt, ob es Scheibendiagramme gibt, die mehrere Qs-Isotopieklassen besitzen.

§9 Produkte

,Produkt“ bezeichnet im folgenden nicht das Produkt im kategoriellen Sinne, sondern
eine auf dem mengentheoretischen Produkt kanonisch definierbare Struktur gleicher

Art wie auf den Faktoren.

Produkte von Objekten

Das durch K x K' — O(V x V') definierte Produkt zweier 4quivarianter Vektorrdume
K — O(V) und K' — O(V') ist wieder ein dquivarianter Vektorraum, der kurz mit
V x V! bezeichnet wird. Das Produkt a x b: V x V! — W x W' zweier Vr-Morphismen
a:V — W und b: V' — W' ist ein Vr-Morphismus der Produkte.

Das Produkt zweier Scheibentypen kann mittels Repriasentanten definiert werden:
[V]-[V'] := [V x V'] ist wieder ein Scheibentyp.

Das elementweise definierte Produkt A-A':= {s-5' | s € AAs' € A’} zweier Schei-

bendiagramme und ist wieder ein Scheibendiagramm. Die Inklusion I' - I'" — A - A’

sei das Produkt der Sd-Morphismen I' < A und I'" — A'.
ExXE'

Das durch H x H' 4« G x G' — Aut (( i )) definierte Produkt zweier dquiva-

BxB'

rianter Vektorbiindel H ¢« G — Aut ( <§>) und H' <« G' — Aut (<ﬁl>) ist wieder
Bl

8.12
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ein dquivariantes Vektorbiindel, das kurz mit E X E' bezeichnet wird. Das Produkt
fxg:E x E' —» E x E' zweier Vb-Morphismen f: E — E und ¢: E' — E' ist ein
Vb-Morphismus der Produkte.

Das durch H x H' 4« G x G' — Diffeo(M x M') definierte Produkt zweier dquivarian-
ter Mannigfaltigkeiten H < G — Diffeo(M) und H' « G' — Diffeo(M") ist wieder eine
Aquivariante Mannigfaltigkeit, die kurz mit M x M' bezeichnet wird. Da die Morphis-
men Aquivarianter Mannigfaltigkeiten (ohne Tubensysteme!) kaum eine Rolle spielen,
lasse ich offen, ob das Produkt f x g: M x M' — M x M' zweier Mi{-Morphismen
fiM— M und g M — M' ein Mf-Morphismus der Produkte ist.

Der Orbit von (z,z') € M x M' ist Hz x H'z', sein Scheibentyp ist das Produkt der
jeweiligen Scheibentypen, das Scheibendiagramm von M x M’ ist A(M) - A(M'"). Sei
te A(M x M'), und (s1,5}),...,(5%,5}) seien alle Elemente aus A(M) x A(M') mit
5; - 5; = t. Dann ist (M x M'); die topologische Summe der Mj; x MS;, 1 <7 <k.Die
Scheibentypenstratifizierung von M x M' stimmt folglich lokal mit der Stratifizierung
{Ms x M., |s € A(M)As' € A(M')} tiberein, global ist die zweite Stratifizierung fei-

ner oder gleich der ersten; vgl. Lemma 2.13.

STRUKTUR VON St
Lemma. Die Menge St aller Scheibentypen hat die Méachtigkeit N.

BEWEIS. Seien K und K' Untergruppen von O(n), die auf R™ ohne triviale Sum-
manden operieren. Die dquivarianten Vektorrdume K — O(n) und K' — O(n) haben
genau dann denselben Scheibentyp, wenn die K und K' in O(n) zu einander konjugiert
sind.

Auf diese Weise entspricht, da jeder Scheibentyp einen Reprisentanten mit R™,
n geeignet, als unterliegendem euklidischen Vektorraum besitzt, die Menge der Schei-
bentypen umkehrbar eindeutig der Menge der ohne trivialen Summanden operierenden
Konjugationsklassen von Untergruppen von O(n), n € N.

Diese Menge ist abzahlbar unendlich, da aus dem Satz C.1 von Montgomery / Zippin
folgt, dafl eine kompakte Liegruppe nur abzihlbar viele Konjugationsklassen von Lie-

Untergruppen haben kann. [

Durch die oben definierte Multiplikation - : St x St — St wird St zu einem abelschen
Monoid mit ¢ := [{1} — O(0)] als neutralem Element. Es gilt die Kiirzungsregel
t-t =5-t =t =5 Desweiteren gelten die Teilbarkeitsaussagen aus Anhang A,
insbesondere besitzt jeder Scheibentyp eine (eindeutige) Primfaktorzerlegung (Korol-
lar A.10).

Die Relation > aus 2.8 ist eine Teilordnung auf St mit e als dem gréfiten Element.
Multiplikation und Teilordnung sind miteinander vertriglich: v-t>s-t < v > s.
Die Dimensionsabbildung St — Nx\0, [V] — dimV, ist schliefilich ein surjektiver,

ordnungsumkehrender Morphismus von Monoiden.
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Produkte von Tubensystemen

Seien (V' %) und (V' ') Vr-Matrizen. Die Einheitssphire des Produkts V x V'
steht in keinem einfachen Verhéltnis zu den Einheitssphiren der Faktoren. Deshalb
158t sich aus ¥ und ' kein Tubensystem von V x V' bilden — zumindest nicht auf

naheliegende Weise.

Ich indere deshalb die Definition der Tubensysteme ab: Sei ( Z

der Lange [ und V = V; x V5 x -+ x V}, die Primfaktorzerlegung des dquivarianten

o ) eine Vr-Matrix

Vektorraums V. Fiir 1 < j < k sei ¢; ein Tubensystem (im alten Sinne) des dquiva-

rianten Vektorraums V;. Dann heifit ¥; X 1Py x -+ X 9, definiert wie im folgenden

Absatz 9.2, ein Tubensystem (im neuen Sinne) auf (V ‘P). Die anderen Teile der

A

Definition von Tubensystemen bleiben unveridndert.

Alle Aussagen und Beweise dieses Kapitels gelten auch fiir die neuen Tubensysteme,
aufler, dafl bei dquivarianten Vektorrdumen hin und wieder die Primfaktoren einzeln
betrachtet werden miissen.

Die Definition des Produkts von Tubensystemen erfolgt rekursiv iiber die Lange.
Gleichzeitig wird die Aussage formuliert, dafl das Produkt von Tubensystemen ein Tu-
bensystem des Produkts der Objekte ist, welches tiber dem Produkt der Tubensysteme
der jeweiligen Scheibendiagramme liegt.

Der triviale Rekursionsanfang entfillt. Sei deshalb Ob = Vr, Vb oder Mf, und

Y Yy' o' . . . .
(A :ﬁ) und (A' :ﬁ,) seien Ob-Matrizen mit p|ana’ = ¢'|ana. Seit € A A’

und s € A, 5' € A' mit 5 -5’ = t. Identifiziere N(Ys X Ys/) mit NY; x NY./. Dann ist

Ps XYL,
NY. x NYy > —325 Y xY'

zusammen mit dem Produkt der riemannschen Metriken eine Tube von Yy x Yy in
Y x Y'. Definiere die Tube x¢ von (Y x Y')¢ durch x¢|nv,xny, = ¥s X ¥.,. Die

Y xY'!

A A o ) , welches das

Familie 1) x ¥' := (x()tca-a’ ist ein Tubensystem auf (
Produkt von 9 und %' heifie.

Der Ubergang von dquivarianten Vektorrdumen zu Scheibentypen und Scheibendia-
grammen erfolgt wie iiblich; bei letzteren werde das Produkt von Tubensystemen 1

und 7' mit 7 - 9’ bezeichnet.

Produkte von Quotientenstrukturen

Aus dem selben Grund wie bei Tubensystemen dndere ich die Definition der Quotien-

tenstrukturen ab: Sei (Z :ﬁ W) eine Vr-Matrix der Lange lund V =V x--- x V;,

die Primfaktorzerlegung des dquivarianten Vektorraums V. Fir 1 < j < k sei V;

9.2
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eine Quotientenstruktur (im alten Sinne) auf ( Vi ¥ ) Dann heifit
Stsvi] el WI.

Vi X Va X +-+ X Vi, definiert wie im folgende Absatz 9.3, eine Quotientenstruktur

(im neuen Sinne) auf (Z zﬁ W) Die anderen Teile der Definition von Quotien-

tenstrukturen bleiben unverdndert.

Alle Aussagen und Beweise dieses Kapitels gelten auch fiir die neuen Quotienten-
strukturen, aufler, dafl bei dquivarianten Vektorrdumen hin und wieder die Primfakto-
ren einzeln betrachtet werden miissen.

Die Definition des Produkts von Quotientenstrukturen erfolgt rekursiv iiber die
Lange. Gleichzeitig wird die Aussage formuliert, daffi das Produkt von Quotienten-
strukturen eine Quotientenstruktur auf den Produkten der zugrunde liegenden Matri-
zen ist.

Der triviale Rekursionsanfang entféllt. Sei wiederum Ob = Vr, Vb oder Mf, und

! ! !
(Z :f; 8) und (Z, :ﬁ, 8,) seien Ob-Matrizen mit ¢|ana’ = ¢'|ana und
V]ana = V'|anar. Identifiziere den Orbitraum des Produkts mit dem Produkt der

Orbitriume. Die euklidische bzw. riemannsche bzw. differenzierbare Struktur QO x Q'
. . . Y xY' o xof
Y N\Y'
auf H\ X H \ ist dann eine Quotientenstruktur auf ( AA g V. V')’
welche das Produkt von Q und Q' heifle.

Der Ubergang von équivarianten Vektorriumen zu Scheibentypen und Scheibendia-

grammen erfolgt wie iiblich; bei letzteren werde das Produkt von Quotientenstrukturen

Q und Q' mit Q - Q' bezeichnet.

ERZEUGNISSE

Fiir die Automorphismengruppe des Produkts primer dquivarianter Vektorrdume gilt

k k
aut(I[Vy) = (11 Aut(V)) » {7 € &4 | ViiVay 2V }.
]: J:

k
Sei (A ¢ V) eine Sd-Matrix und s = [] t; eine Faktorisierung eines Elementes
j=1

von A. Dann liegt auch jedes ¢; in A. Folglich enthélt ¢ ein Tubensystem ¢% von t;,

k
und V enthilt eine Quotientenstruktur VY von (t; % ). Fiir diese gilt ¢ = [] ¢
j=1

k
und V* = [] V%. Eine Sd-Matrix (A ¢ V) ist daher durch die Tubensysteme
=1

und Quotientenstrukturen der in A vorkommenden primen Scheibentypen bereits be-
stimmt.

Sei umgekehrt P eine Menge primer Scheibentypen, die mit einem Scheibentypen
auch jeden groferen, primen Scheibentypen enthédlt. Dann ist (P):= {s;-... 5y |
n € N, 5; € P} das von P erzeugte multiplikativ abgeschlossene Scheibendiagramm.
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Lemma. Sei P wie oben, und fiir jedes s € P sei eine Sd-Matrix (Stss ¢° V*)
gegeben, so daB fiir t € P mit t < s gilt: ¢* = ¢*|>¢ und V' = V*|5(. Dann gibt es

genau ein gemeinsame Fortsetzung ((P) ¥ W).

BEWEISSKIZZE. Definiere Tubensystem und Quotientenstruktur eines Elementes von
(P) als das Produkt der Tubensysteme bzw. der Quotientenstrukturen seiner Primfak-
toren, die ja in P enthalten sind. (L1) bis (L3) aus Lemma 5.5 sind offensichtlich, fiir
(L4) geniigt der Hinweis auf 9.4, (L5) ist zumindest plausibel und wird nicht vorge-
rechnet. [

BEISPIELE. P ist genau dann leer, wenn (P) = {e} ist. P ist einelementig, wenn
es eine treue Darstellung o einer nichttrivialen Gruppe gibt, die auflerhalb des Null-
punkts homogen operiert, und P = {[o]} ist. Das Erzeugnis (P) ist dann die Menge
aller Potenzen von [o]. Die entscheidende Anwendung erfihrt Lemma 9.5 jedoch in

Proposition IT 5.8.

VERTRAGLICHKEIT MIT MORPHISMEN

Nach der neuen Definition von Tubensystemen und Quotientenstrukturen wire es sinn-
voll, die Inklusion von Faktoren und die Projektion auf Faktoren als Vr-Morphismen
zuzulassen. Dies ermoglichte eine Erweiterung des Ob- und (Ob, T's)-Morphismusbe-

griffs fiir alle Objektsorten.

Anhang A Primfaktorzerlegung von Darstellungen

Zum einen werden zuldssige Partitionen der Indexmenge eines Produktes von Men-
gen betrachtet, zum anderen Faktorisierungen orthogonaler Darstellungen kompakter
Liegruppen. Das Hauptresultat A.9 folgt aus der in Proposition A.8 hergestellten
Verbindung beider.

Partitionen

Sei (X;)ier eine endliche Familie von Mengen und M eine Teilmenge des Produk-
tes [[ X;. Fir A € B C I sei X4:= ][] X; und WE:XB — X4 die kanonische
i€l i€A
Projektion sowie M4 := wf(M). Die induzierte Abbildung MZ — M* ist stets
surjektiv.
Eine Teilmenge A der Potenzmenge von I heifit eine Partition von I, wenn I = |J A
AcA
und @ ¢ A gilt. Die Menge der Partitionen von I ist teilgeordnet durch die Festset-

zung A< B:& VA e AIB € B: A C B. Die Partition {ANB| A€ A,BeB}\@

9.5

9.6
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heifle der Schnitt von A und B. Es gilt M C J] M#. A heifle zuliissig, wenn auch
AcA

M > [] M4 gilt. M ist dann ,besziiglich A ein Produkt.
AcA

Lemma. Der Schnitt zweier zuldssiger Partitionen ist zuldssig.

BEWEIS. Sei B eine Partition und A eine Teilmenge von I. Setze C := {B € B |
ANB # @} und J :=|JC. Betrachte das kommutative Diagramm

M ot HMB 5 X
BeB

I T

MT Y HMB s Xy
Bec

b

MA A T MAP —— X4
Bec

Der abwirts gerichtete Pfeil unten Mitte ist surjektiv, da er gleich dem Produkt der
Abbildungen MB — MAME ist. Ist nun B zuliissig, so ist ¢ surjektiv, woraus mittels

Diagrammjagd die Surjektivitit auch von ¢y und ¢4 folgt.

Sei nun A eine weitere Partition von I. Betrachte

"

M Mt S I [ M = I1 MC. (&)

AcA AcA BEB,ANB#© C¢€ Schnitt von A und B

Da " das Produkt der ¢4 ist, folgt aus der Zuldssigkeit von B die Surjektivitiat von ".
Ist auch A zuliissig, so ist auch ' surjektiv. Insgesamt zeigt (&) dann aber die Zulissig-
keit des Schnitts von .4 und B. O

Proposition. Es gibt genau eine zuldssige Partition, die jede zulissige Partition ver-

feinert.

BEWEIS. Der Schnitt iiber alle zuldssigen Partitionen verfeinert jede und ist, da es nur

endlich viele Partitionen gibt, nach Lemma A.1 zuldssig. O

PUNKTIERTE MENGEN

Seien o; € X; Basispunkte mit (0;); € M. Fasse X 4 via der kanonischen Inklusion ¢4
auch als Teilmenge von X auf und setze M4 := 1 (M) = M N X 4.
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Lemma. Fiir eine beliebige Partition A gilt:

i i) (
(1) 11 MA(C)M(C [I M4 und VA: M4

AcA AcA

)MA.

ICIE
(2) A ist zuldssig
& Bei (i), (ii) oder (iii) besteht Gleichheit
< Bei (i), (ii) und (iii) besteht Gleichheit.

DER BEWEIS ist leicht. O

Faktorisierungen

Gegenstand sind im folgenden Operationen von Gruppen auf abelschen Gruppen durch
Automorphismen. 1 bezeichne jeweils das neutrale Element der Gruppe, 0 das neutrale

Element der abelschen Gruppe, ¢ die triviale Operation {1} x {0} — {0}.

Betrachte Produkte iiber endlichen Indexmengen: [] G; bezeichne das Produkt einer
J

Familie (G;); von Gruppen, [[ V; das Produkt einer Familie (V;); abelscher Gruppen.
J

Das Produkt einer Familie (0;: G; x V; — VJ)J von Operationen ist

Haj: HGjXHVj e HVJ
((93); » (v3);) ——— (o3(g5,v5));

Betrachte umgekehrt endliche Faktorisierungen: Eine endliche Menge F' von Unter-
gruppen einer Gruppe G heifie eine Faktorisierung von G, wenn G das Produkt der in
F genannten Untergruppen ist. Die Faktorisierung heifle echt, falls {1} ¢ F. Analoge
Definitionen gelten fiir abelsche Gruppen und spiter fiir euklidische Vektorraume.

Ein Morphismus

@<V —£ Vv

flezl lfz

GxV —& ., V

von Operationen heifit die Einschrankung von g auf (G', V'), falls f; und f, Inklusionen
sind. Schreibe fiir ¢’ auch g|(g/,v/). Eine endliche Menge F' von Einschréinkungen einer
Operation p heifle eine Faktorisierung von p, wenn p das Produkt der in F' genannten
Einschrankungen ist. Sie heifle echt, falls ¢ ¢ F. Sage statt ¢ € F auch: o ist ein
Faktor von p oder o teilt g, in Zeichen: o|p.

Die Festsetzung E < F :& Vo € E 37 € F:o|r definiert eine Teilordnung auf

der Menge der Faktorisierungen von p. Nenne eine von ¢ verschiedene Operation o
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unteilbar!, wenn gilt ¢ = 07 X 65 = 0 = 01 V 0 = 03; nenne ¢ prim, wenn gilt
0|ty X T2 = 0|11 V 0|73, Offenbar impliziert prim unteilbar.
F; bezeichne stets die zu einer Faktorisierung F' einer Operation o:G x V — V

gehorige Faktorisierung von G und F; die zu F' gehorige Faktorisierung von V:

Fi:={H<G|3IW<V:ol(gw) € F} und
F, :={W<V|3H<G:QI(H,W)€F}.

Die Faktorisierung F ist stets G-invariant. Die folgenden Uberlegungen zeigen, dafl
sich F' bei effektivem p sogar aus F5 rekonstruieren 14ft.
Sei p eine effektive Operation von G auf V, aulerdem Fy eine invariante Faktorisie-

rung von V und W ein Element von Fy. Nenne Gw := ker g|( ¢, I U den zu W
UeFy~{W}

gehorigen ,Nichtkern“ und setze ow := 0|(gy,,w). Sowohl Aut(W) als auch G und Gw
sind in kanonischer Weise Untergruppen von Aut(V') und es gilt Gw = G N Aut(W).

Lemma. Fiir eine Faktorisierung F' einer effektiven Operation p: G x V — V gilt:

(1) Gc ] Aut(W).
WeF,

(2) Fiir (0:H — Aut(W)) € F ist 0 = ow.
(3) F ist bereits durch F, bestimmt.

DER BEWEIS ist trivial. O

Exkurs: Kurze exakte Sequenzen

Der Exkurs stellt eine Beziehung zwischen Faktorisierungen und Quotientenbildungen
her.

Sei p:G — Aut(V) eine effektive Operation einer Gruppe auf einer abelschen
Gruppe, N ein Normalteiler von G und F eine Faktorisierung von ¢|y,v). Dann

gilt

NV o= (] NW)\( nw) = AL (v \W).

WEF WeF

Ist die induzierte Operation p von G / N auf N \V wiederum effektiv, so kann von
dem zu N\W gehorigen Nichtkern (G/N) W = G/N N Bij (N\W) und von dessen
Operation g \\w auf N \W gesprochen werden.

Lemma. Ist die induzierte Operation ¢ das Produkt ihrer Einschrinkungen on\w,
W € F5, so ist die Operation p selbst das Produkt ihrer Einschrinkungen pw, W € F5.

1Der Begriff ,irreduzibel® hat fiir Darstellungen eine andere Bedeutung als fiir Elemente von
Halbgruppen oder Ringen; ich méchte ihn nur in der ersten Bedeutung verwenden.
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BEWEIS. Sei W € F,. Das Diagramm

1 1 1
I N —— Gw (/) g
1 — N _ G G/N — 1

H Nu G/aw H (G/n) N\U

UecFy \{W} UEFv\{W}
1 1 1

kommutiert und hat exakte Zeilen und Spalten. Auflerdem existiert die kommutative
Erginzung Gw — (G/N)N\W’ und es ist Nyw = N N Gw. Mittels Diagrammjagd
erhélt man daraus ein vollstindiges kommutatives Gitter kurzer exakter Sequenzen.

In dem kommutativen Diagramm

1 — [[¥w — [[6w — [1E/M)pw — 1
w w w

| |

1 —— N _ G _ G/N — 1

erhilt man aus der Gleichheit links und rechts und der Existenz des mittleren Pfeils
Gleichheit auch in der Mitte. O

Gebraucht wird dieses Lemma nicht fiir Satz A.9, sondern fiir Lemma IT 1.8.

Darstellungen

Im folgenden sind mit Gruppen kompakte reelle Liegruppen, mit Vektorrdumen end-
lichdimensionale euklidische Vektorraume, und mit Darstellungen endlichdimensionale
orthogonale Darstellungen von Gruppen gemeint. trivg bezeichne die eindimensionale
triviale Darstellung von G.

Sei Irr(G, R) ein vollstindiges Reprisentantensystem der Aquivalenzklassen irredu-

zibler Darstellungen von G. Fiir irreduzibles « heifit das Erzeugnis V,, der Unterrdume
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U C V mit g|(g,uy ~ «a die a-isotypische Komponente einer Darstellung ¢ von G.

Definiere I(p) := {a € Irt(G,R) | Vo, # 0} und fiir A C I(p) Va:= [[ Va-
acA
Ab jetzt sei p treu und ,,ohne” triviale isotypische Komponente, d.h. mit V;zy, = 0.

A.7 Lemma. Die Menge {V, | a € I(p)} verfeinert F, fiir jede echte Faktorisierung F

von p.

BEWEIS. Fiir a@ € Irr(G,R) bezeichne r, die Vielfachheit von « in p, d.h. es ist

o~ [ a™. Sei nun W € F, und o die Darstellung von G auf W. Bezeichne
acl(e)
mit s, die Vielfachheit von « in ¢. Dann gilt ro, > s, und ro, = s, & V,, C W. Der

Nichtkern Gw 1aft sich durch die Kerne der irreduziblen Darstellungen ausdriicken:

Ta —Sa

Gw = kerg|(G, n vy = ker [] « = N kera.

UEFy~{W} a€l(e) “‘,G{Z(v@‘}

Angenommen, es gibt ein 3 € I(p), so da die (B-isotypische Komponente von V in
keinem W € F, enthalten ist. Dann folgt G C ker und daraus der Widerspruch
B =trivg. O

A.8 Proposition. Die Abbildung

Menge der zulissigen Partitionen von I(p) «——— Menge der echten Faktorisierungen von p
A — {ova |Ac A}
{I(0) | s € F} — F

ist eine ordnungserhaltende Bijektion.

BEWEISs. Die Bezeichnungen von und Aussagen iiber (punktierte) Mengen vom Be-

ginn dieses Paragraphen finden Anwendung auf G C [] O(V,). Beachte dabei die
a€l(e)

Konsistenz des unteren Indizierens:
Ga = 4 (G) = GnOWVs) = Gy,.

Sei A eine beliebige Partition von I(p). Dann ist [ pv, die Einschrinkung von p
AcA

auf (AH.A Gv, , V). Nach (2i) aus Lemma A.3 ist A genau dann zuléssig, wenn { ov, |
€

A € A} eine echte Faktorisierung von p ist. Punkt (3) des Lemmas A.5 konstatiert
die Injektivitit, Lemma A.7 die Surjektivitdt der Abbildung A+ {pv, | A€ A}. O

Die angestrebte Primfaktorzerlegung von Darstellungen lautet nun:

A9 Satz. Jede treue Darstellung ohne triviale isotypische Komponente ist das Produkt

ihrer unteilbaren Faktoren. Diese echte Faktorisierung verfeinert jede andere.
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Korollar. Fiir treue Darstellungen ohne triviale isotypische Komponente sind die

Eigenschaften ,prim“ und ,unteilbar” dquivalent.

Korollar. Seien g, o und 7 treue Darstellungen ohne triviale isotypische Komponente.
Sind 7 und o Teiler von p, und ist 7 eine Einschrinkung von o, so ist T sogar ein Teiler

vol o.

Grobe Scheibentypen

Ich erinnere an die Aquivalenzbegriffe 2.1 fiir Darstellungen sowie an den wesentlichen
Anteil 2.6 einer Darstellung. Nenne einen groben Scheibentypen s prim, wenn der
wesentliche Anteil o' eines und damit jedes Reprisentanten o € s prim ist. Da der
wesentliche Anteil des Produkts von Darstellungen (A3)-dquivalent zum Produkt der

wesentlichen Anteile der Faktoren ist, erhalten wir das

Korollar. Die groben Scheibentypen besitzen eine Primfaktorzerlegung, d.h.: Zu
jedem s € St gibt es genau eine Abbildung m:{p € St | p prim } — N, so daf
s= ] p™® gilt.

p prim
BEMERKUNG. Abgesehen von endlichen Produkten, kommutativen Diagrammen und,
im Exkurs, exakten Sequenzen wurde nur die Zerlegung von Darstellungen in end-
lich viele isotypische Komponenten benutzt. Die Ergebnisse sind daher auf andere

Kategorien von Darstellungen iibertragbar.

Anhang B Faserbiindel

Ziel dieses Anhangs ist die Vorstellung einiger Begriffe aus der Theorie der Faser-
biindel in der in der vorliegenden Arbeit benutzten Form. Bei der Einfiihrung von
Faserbiindeln iiber Faserbiindeln wird auf eine Gleichbehandlung der vier beteiligten
Biindel Wert gelegt. Gemeint sind differenzierbare Faserbiindel mit kompakter, liescher
Strukturgruppe. Im Vordergrund steht der Formalismus; topologische Schwierigkeiten,

die bei allgemeineren Faserbiindeln auftreten, bleiben unberiihrt.
Faserbiindel
Sei m: E — B eine differenzierbare Abbildung und a: S x F' — F' eine differenzierbare

Operation einer kompakten Liegruppe. Fir U C FE heifit ein Diffeomorphismus 9,

offen
so dafl das Diagramm

Ely —Y*— UxF

A.10
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kommutiert, eine lokale Trivialisierung oder eine Biindelkarte. Seien 7 und ¥ lo-
kale Trivialisierungen und g,9:U, N Uy — S eine Abbildung mit der Eigenschaft
nod  u, f) = (u,a(gye(u),f)). Dann heiBt g,y eine Ubergangsfunktion von 7
nach 9. Ein Biindelatlas 2 besteht aus einer B iiberdeckenden Familie von Biindelkar-
ten und einer Ubergangsfunktion zu jedem Paar von Biindelkarten, so daff die Kozy-
kelbedingung erfiillt ist: Auf dem gemeinsamen Definitionsbereich je dreier Karten (, n
und 9 gilt gey = g¢q + gno- Ist a effektiv, so gibt es zu je zwei Biindelkarten hochstens
eine Ubergangsfunktion, und die Kozykelbedingung ist automatisch erfillt.

Ist der Atlas maximal, so heifit das Tupel ¢ := (E,nw, B, S, a, F,2) ein Faserbiindel.
E heifit der Totalraum, n die Biindelprojektion, B die Basis, S die Strukturgruppe
und F' die typische Faser von . Die relativen Abhéangigkeiten der Bestandteile zeigt

das folgende Diagramm:
E B F S
N S
v a

I

2A

Schreibe statt ¢ auch F' — E — B, E — B oder einfach E.

Die typische Faser F' und die tatsichlichen Fasern Ej, b € B, bilden eine Kategorie,
wenn man als (Iso)morphismen definiert: Aut(F') := ima C Diffeo(F), Iso(F, Ep) :=
{971(b,.) | 9 eine Biindelkarte } und Iso(Ej, E.) := Iso(F, E.) o Iso(Ey, F). In den
Anwendungen tragen meist umgekehrt die tatsdchlichen Fasern eine ,differenzierbar
vom Fufipunkt abhéngende“ Struktur. Durch Aut(E}) X Ey — Ej sind dann Struktur-
gruppe, typische Faser und Operation, allerdings nur bis auf Isomorphie, gegeben.

Zu verschiedenen Zwecken eignen sich verschiedene Morphismusbegriffe fiir Faser-
biindel. Im Hinblick auf die Korrespondenz zwischen Faserbiindeln und Prinzipalbiin-
deln definiere ich: Ein Morphismus von Faserbiindeln besteht aus zwei Abbildungen
p:E — E' und 3: B — B', einem Homomorphismus A\: S — S’ und einem \-dquivari-
anten Diffeomorphismus 9: F — F', so daf} gilt: Zu jedem b € B gibt es ¥ € 20 und
9 €A, so daB bin Uy liegt, (Uy) eine Teilmenge von Uy ist und das Diagramm

E|U19 —Ef— E'IUW

19‘}( l'ﬁ/
U 9 X F ¢—><¢> Uﬁl x F'
kommutiert. Die Einschrénkung ¢;: By — E,¢(b) von ¢ heifit die Faser von ¢ iiber b.

Die Morphismen sind faserweise Isomorphismen. Fiir zwei Faserbiindel ¢ und ¢’ mit

a = a' bezeichne Hom(¢,¢') nur die Morphismen der Form (p,p,ids,idr), wodurch
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sich Hom(¢,¢') als Teilmenge von Coo(E, E') auffassen laflt. Dies gilt insbesondere
fiir Aut(¢).
Sei 7 eine Untergruppe von §&. Dann heifit ein maximaler Teilatlas 8 von 2| mit in

T verlaufenden Ubergangsfunktionen eine Reduktion der Strukturgruppe auf 7.

Prinzipalbiindel

Ein Faserbiindel heifit ein Prinzipalbiindel oder Hauptfaserbiindel, wenn F = S und
« die Linksmultiplikation ist. Der maximale Atlas liegt dann fest; seine Karten entspre-
chen umkehrbar eindeutig den lokalen Schnitten o:U — E, U C B. Der Totalraum

offen
wird iiblicherweise mit P statt mit E bezeichnet. Auf P existiert eine kanonische freie

Rechtsoperation von §. Umgekehrt kann ein Prinzipalbiindel bis auf die Benennung
der Elemente der Basis sogar als eine freie Rechtsoperation P xS — P definiert werden.
Die Biindelprojektion ist dann die Quotientenabbildung P — P / S.

Ein Paar (p:P — P',A\:S — §') heifit ein Morphismus von Prinzipalbiindeln,
wenn ¢ A-dquivariant ist. Aut(P) soll wiederum nur die Automorphismen der Form
(¢,ids) bezeichnen.

Sei P — B ein S-Prinzipalbiindel, R — B ein 7 -Prinzipalbiindel mit R C P und
7 < 8, und das Paar der Inklusionen (R — P,7 — &) sei ein Morphismus. Dann
heifit R eine Reduktion der Strukturgruppe auf 7. Fiir eine allgemeinere Definition
siche [Borel/Hirzebruch|, 6.5. Eine Reduktionen R' auf 7' heifle durch s € S zur
Reduktion R auf 7 konjugiert, wenn R' = Rs und 7' = s~ 7 s gilt. Die Nebenklasse
T s ist dadurch eindeutig bestimmt.

Die Korrespondenz zwischen Prinzipalbiindeln und Faserbiindeln

Die Kategorie § der Faserbiindel mit effektiver Strukturgruppe ist bei obiger Definition
der Morphismen dquivalent zur Katetorie 3 der Paare von Prinzipalbiindeln und ef-
fektiven Operationen der Strukturgruppe, wenn als Morphismen der Operationen nur
aquivariante Diffeomorphismen zugelassen werden:

Zur Definition des Funktors ¢ ~» § seien P xS — P und S X F' — F gegeben. Setze
E(P):= P xs F. Bezeichne die Elemente von E(P) mit pf := [p, f] := {(ps™1,sf) |
s € 8§ }. Ein lokaler Schnitt 6:U — P, U C B, definiert die lokale Trivialisierung

offen

E(P)ly «—— UXxF.

[JU7.f] AE— (uaf)

Zur Definition des Funktors § ~» B seien umgekehrt n: E — B, a: S x F — F und
ein maximaler Atlas gegeben. Fasse F' als Faserbiindel iiber einem Punkt {*} auf und
setze P(E) := Hom(F, E).

B.2
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Hom(F,E) —— B

P — B(*)

ist die Biindelprojektion, die Faser iiber b ist Iso(F, Ep). Wegen S = Aut(F) ist die
Komposition von Morphismen Hom(F, E) x Aut(F) — Hom(F, E) die freie Rechts-
operation.

Unter schwicheren Voraussetzungen existiert der Funktor § ~ P moglicherweise
nicht mehr:

Ist etwa a nicht effektiv, so ist die Forderung, daff der Atlas Ubergangsfunktionen
enthalten soll, bereits kiinstlich. P(E) 1afit sich noch konstruieren, indem man fiir
jede lokale Trivialisierung E|y —— U x F ein triviales S-Biindel U x & — U nimnt
und diese fiir verschiedene lokale Trivialisierungen mit Hilfe der Ubergangsfunktionen
verklebt. Aus einem Faserbiindelmorphismus 148t sich aber kein Prinzipalbiindelmor-
phismus mehr gewinnen.

LaBt man bei den Operationen beliebige dquivariante Abbildungen als Morphismen
zu, so bestimmt ebenfalls ein Faserbiindelmorphismus keinen Prinzipalbiindelmorphi-

mus mehr.

Geschachtelte Biindel

Nenne ein Quadrupel (¢, p,v,1) von Faserbiindeln ein geschachteltes Faserbiindel oder
ein Faserbiindel iiber einem Faserbiindel (vgl. [Borel /Hirzebruch], 6.7), wenn folgende
Beziehungen gelten: B = B,, E¢ = B,, F; = B,, E, = E,, F, = E,, F, = F,,

S, =38y, ay = ay,ima, C Aut(n), und ag ist die von «, auf B, induzierte Operation.

S, & F, -- FE, - B,
N
S & F — E; — B,

Nenne ¢ das untere Biindel, y das obere, v das duflere, n das innere. Der Name
Faserbiindel iiber einem Faserbiindel rithrt daher, dafl p ein Faserbiindel iiber dem
Totalraum des Faserbiindels ¢ ist: E, E; B;.

F, B,
Die Vorgabe eines geschachtelten Faserbiindels ist gleichwertig zur Vorgabe von
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Faserbiindeln v und n mit F}, = E, und im«, C Aut(n) wie zur Vorgabe von Prinzi-

palbiindeln » und  und Operationen a,:S, — Aut(n) und a,: S, x F, — F,:

E Ty B a: S X F — F
unteres Biindel ¢ P, xs, By —_— B, a,: S, x B, — B,
oberes Biindel 7 P, xs, Py xs, Fy — P, Xs, B, an: Sy x Fy — F,
aufleres Biindel v P, xs, Py xs, Fyy — B, ay: S, x B, — E,
inneres Biindel n P, xs, F, — B, ay: Sy x Fy — F,

Ohne die Vorgabe von «, liegt bereits ein geschachteltes Prinzipalbiindel vor. Es ist

P& = P,, und P/l, = P,, XS, Pn.

Zeichnung 5: Geschachteltes Faserbiindel

Anhang C Reduktion der Strukturgruppe

Etwas systematischer als zu Beginn von §3 soll untersucht werden, inwieweit die Anwe-

senheit einer Gruppenoperation auf einem Prinzipalbiindel die Reduktion von dessen

Stukturgruppe erlaubt. Die Aussagen finden sich z. T. in [Conner], S. 123 -129. Sie gel-

ten differenzierbar wie auch —unter milden Voraussetzungen — topologisch. Satz C.1

und Korollar C.3 werden gelegentlich auch auflerhalb dieses Anhangs verwendet.
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Konjugiertheit
Benachbarte kompakte Untergruppen einer Liegruppe sind subkonjugiert:

Satz. Sei G eine Liegruppe und K eine kompakte Untergruppe. Dann gibt es zu jeder
in G offenen Umgebung O der 1 eine in G offene Umgebung V von K, so daf} zu jeder
in V enthaltenen Untergruppe H von G ein g € O mit gHg™! < K existiert.

BEWEIS. [Montgomery / Zippin II|, S. 216, urspriinglich [Montgomery / Zippin I]. O

Seien X und Y topologische Raume. Die Menge C(X,Y) der stetigen Abbildungen
von X nach Y sei mit der kompakt-offen-Topologie versehen, (X xY') mit der fiir eine
Potenzmenge naheliegenden Topologie mit Basis { PB(U) C P(X xY) | U < X xY}.

Die Zuordnung des Graphen

C(X,Y) —— P(X xY)
foo—— {(nf@) |z e X)

werde mit I' bezeichnet.
Lemma. Ist X eine kompakte Mannigfaltigkeit, so ist I" stetig.

BEWEIS. Sei f € C(X,Y) und U; fg X,V fg Y, so daB | U; x V; eine offene
oiren o1ren ,,:EI

Umgebung von I'f in X x Y ist. Ersetze U; durch U; N f~1(V;), damit f(U;) C V; gilt.
(U;)i bleibt eine offene Uberdeckung von X, JU; x V; wird nicht grofier und bleibt

eine offene Umgebung von I'f. Gesucht ist eine offene Umgebung W von f in C(X,Y")
mit I(W) c JU; x Vi

Als Mannigfaltigkeit 1afit sich U; durch Kompakta K; ;, j € N, mit K; ; C K; j4+1

ausschopfen. Wegen |JK;; = JU; = X ist auch (K;;);; eine offene Uberdeckung

%]
von X. Wihle eine endliche Teiliiberdeckung (K, j, )icqa,....1} -
Bezeichne mit KV fiir K C X, K kompakt, V C Y, das Element {a € C(X,Y) |

offen

L N

a(K) C V' } der Subbasis der kompakt-offen-Topologie. Setze W := (| K;, ; V;,. Dann
I=1
ist f € W, denn f(K; ;) C f(Uy) C Vi, und es gilt I'(W) C YU; x V;. O

Nach dieser Vorbereitung 1afit sich Satz C.1 auf Homomorphismen iibertragen:

Korollar. Die Menge Hom(K,S) / S der Homomorphismen einer kompakten Liegruppe
K in eine beliebige Liegruppe S, geteilt durch die Konjugation in S, ist diskret.

BEWEIS. (vgl. [Conner/Floyd], S.104) Sei f € Hom(K,S). Der Graph I'f ist eine
kompakte Untergruppe der Liegruppe K x S. Wéhle eine Umgebung V von I' f gemaf
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Satz C.1, ausgehend von O = K xS. Nach Lemma C.2ist dann U = I'"}(V) eine offene
Umgebung von f, und fiir u € U gibt es (k,s) € K x S mit (k,s)I'u(k,s)™! C I'f. Das
heifit aber

Vee Kdye K: (kmk“l,su(m)s_l) = (y,f(y)) ,
folglich u(z) = s f(kak™!)s, folglich u = (s f(k)) f(s_lf(k))_l. O

Fiir den Rest des Paragraphen seien S und H kompakte Liegruppen, P —— B ein
S-Prinzipalbiindel und g: H — Aut(P) eine Operation, d.h. die Operationen von H
und S auf P kommutieren.

Fiir p € P bezeichne K die Standgruppe H,, C ihren Zentralisator Cenyg K und
N ihren Normalisator Nory K. Wie in 3.3 heifle t,): K — S, h — p\hp, mifbrauch-
lich die Isotropieoperation von g im Punkte p. Ferner bezeichne K(p) das Bild im ¢,

der Standgruppe, C(p) seinen Zentralisator Cengs im ¢, und N (p) seinen Normalisator

Nors im ¢y.
H S(p)
U U
N N (p)
C N) C V)
C K —— K(p) C(p)

Heifit der Bezugspunkt o, kann seine Angabe bei K, C und NV, spéter auch bei @ und R,
entfallen. Der Bezugspunkt fiir K, C' und N, spéter auch fiir X, heifit ab jetzt immer o.
tp ist ein Homomorphismus, und fiir h € H und s € S ist tpp, = .9‘1Lp(h“1 -.-h)s. Bis

auf weiteres gelte
(K1) Alle Isotropieoperationen sind zueinander in S konjugiert.

Insbesondere ist dann K unabhéngig von o € P.

Lemma. Fiir o € P gibt es genau eine Abbildung X: P — C\S mit der Eigenschaft
Vpe Py = Xp_l toXp.

BEWEIS. An dem Diagramm

(p,g) — (p9)

KxP — PxP «——> PxgP —— S

(k,p) —— (p,kp) (pg) — p\d

erkennt man die Stetigkeit der Abbildung P — Hom(K,S), p + ¢p. Nach Vorausset-
zung liegen alle ¢, im S-Orbit von ¢,; wegen der Kompaktheit von S ist C\S — ¢, - S,

C4

C.5
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Cs — s 11,5, ein Homéomorphismus. Das durch

c\S =~ -8 C Hom(kK,S)

definierte X geniigt der Gleichung ¢, = X'4, X, und ist dadurch klarerweise eindeutig

bestimmt.

Sind Prinzipalbiindel und H-Operation differenzierbar, so auch X. Dies folgt z. B.

aus Satz 3.5. Allerdings kenne ich keinen direkten Beweis. O

Reduktionssitze

Definiere Qo) :={p € P | tp = o }. Wegen 1, = 1, & Vk € K:kp = pto(k) kann man
sich @) als eine Art Zentralisator vorstellen. Das Auftreten von C und C im folgenden

Satz ist daher plausibel:

Satz. In der Situation C.4 gelte (K1). Dann ist fiir jedes o € P die Einbettung
Q(0) — P eine C-dquivariante Reduktion der Strukturgruppe auf C(o). Die Menge

{(Q(P)ac(l’)) ‘ pE P} ist genau ein S-Orbit.

BEWEIS. Sei b € B. Wihle eine lokalen Schnitt 6:U — P mit b €¢ U. Auf U x S

induziert o die K-Operation

KxUxS8S ---——-- + UxS (kyu,s) 1-----—- > (uyo,\kous) = (u,t0,(k)s)
K xPly —%*— Pl (k,oyus) — ko,s

Ich mochte aus o einen ganz in () verlaufenden Schnitt gewinnen: § — C\S besitzt

lokale Schnitte, folglich 148t sich X aus Lemma C.5 lokal liften:

v X

n |
p X C\S ,
dabei sei o, € V. Verkleinere U, falls notig, so daf ¢(U) C V. Fiir u € U ist nun

bo(u) R(o(w)-1 = Xou L,,u)?;ul = 1,. Ersetze 0 durch 7 := ¢-(X ' o0), dannist ¢, = ¢,

dh. 7(U) C Q.
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Fiir g € Qist gs € Q < 1y, = tgs = $ 1148 = s 11,8 & s € C, weshalb 7 eine lokale
q q q

Trivialisierung von @ induziert:

QIK —— idy X,

© ©
P]U———> UxS

U U

QIU—) UxC

Mit anderen Worten: Lokale Trivialisierungen von () sind gleichwertig zu lokalen Tri-
vialisierungen von P, die gleichzeitig die K-Operation trivialisieren.

Damit ist gezeigt, dal () lokal trivial ist und C frei auf () operiert, so dafl Q/C =B
gilt. Aus tcp = tp(ct . c) = ¢, fiir ¢ € C folgt die C-Aquivarianz. Q(p) = QX,,
C(p) = X, 'CX, und umgekehrt Qs = Q(ps), s~*Cs = C(ps) zeigt die letzte Behaup-
tung. O

Statt (K1) gelten ab jetzt die Bedingungen
(K2) Jedes b € B besitzt eine Umgebung U, so daf} fiir jedes ¢ € U H, zu H} isomorph

1st.

(K3) Alle K(p), p € P, sind in S konjugiert.

Hingt 7\ B zusammen, so folgt aus (K2) mittels Satz C.1, da$ alle H; in H konjugiert
sind, und mittels Lemma C.5 und Korollar C.3, daf sogar alle ¢+, in H x S konjugiert
sind. Dies impliziert (K3).

Definiere R(0) :={p € P |im¢, =im¢, }. Wegenim e, = ime, < Hrpp = pto(Hro)
kann man sich R als eine Art Normalisator vorstellen. Das Auftreten von A im fol-

genden Satz ist daher plausibel:

Satz. In der Situation C.4 gelte (K2) und (K3). Dann ist fiir jedes o € P die Ein-
bettung R(o) — P eine H-invariante Reduktion der Strukturgruppe auf N (o). Die
Menge { (R(p), N (p)) | p € P} ist genau ein S-Orbit.

BEWEIS. Betrachte das Diagramm

P|B(K) ——— H xn Pl
B(K) p— HXNBK7

wobei By die Menge der Punkte aus B mit Standgruppe K bezeichnet. B g ist offen
und abgeschlossen in Bj vgl. 1.2.
Sei b € B gegeben. Wegen (K3) gibt es p € P, mit K(p) = K(o). Mit Hilfe
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von Korollar C.3 folgt, da} das Urbild Z' von ¢, - S unter By — Hom(K,S) / S
offen und abgeschlossen in Bk ist. Z := H xx Z' ist dann offen und abgeschlossen
in Bk, folglich auch in B. Anwendung von Satz C.6 ergibt P|z = Q(p) X¢(p) S. Die
Darstellung

R(0)lz = H xn (Q®) xcip N(»))

zeigt die lokale Trivialitdt von R(o). Der iibrige Beweis ist leicht und verlduft zudem

analog zu dem des Satzes C.6. O

Diese Reduktion vertragt sich mit dem Schachteln von Prinzipalbiindeln wie in

Proposition 3.8 ausgefiihrt.



KAPITEL II

BESONDERHEITEN DES ABELSCHEN FALLES

§1 Die topologische Variante

Der Satz von Bohm

In ihrer Diplomarbeit beantwortet Renate [Bohm| die Frage, fiir welche Darstellun-
gen kompakter, abelscher Liegruppen der Orbitraum eine —und wenn ja, welche —
topologische Mannigfaltigkeit ist, durch die Angabe eines darstellungstheoretischen
Kriteriums. Zunéchst mochte ich das Ergebnis moglichst originalgetreu wiedergeben,

ohne allerdings zusitzliche Begriffe einfiihren zu miissen.

Eine Besonderheit des abelschen Falles zeigt das folgende Lemma und dessen Beweis:

Lemma. Sei p eine effektive, differenzierbare Operation einer kompakten, abelschen
Liegruppe G auf einer Mannigfaltigkeit M und H eine Untergruppe von G. Dann ist
auch die induzierte Operation von G / H auf H \M effektiv.

BEWEIS (vgl. [B6hm]|, Lemma 8, S. 25; dort allerdings ohne hinreichende Vorausset-
zungen). OBdA hénge der Orbitraum zusammen. Die Standgruppen der G-Operation
sind innerhalb eines Orbitbiindels nicht nur konjugiert, sondern gleich. Angewandt auf
den Hauptorbittyp bedeutet dies: p ist genau dann effektiv, wenn ker p = {1} ist.

G operiert effektiv auf M

= G operiert frei auf dem Hauptstratum My,

= G/H operiert frei auf H\M{l}

= G / H operiert effektiv auf g \M . O

Sei nun G eine abelsche Liegruppe, 0: G — O(V') eine treue Darstellung und V =
Vi - ®Vyys = C"OR® eine Zerlegung in irreduzible Komponenten, d.h. G < T" xZ,°.
Gy bezeichne die Einskomponente von G und & die induzierte Operation von G / Go
auf G, \V. S} i=1x+-+x1x8"x1x-+.x1 bezeichne den j. Koordinatenkreis
von T*, Z, ; die j. Koordinaten-Z, von Z,™, C; die [. Koordinatenachse von C",

R; die I. Koordinatenachse von R®. R&O) steht fiir A; x .-+ x A, wobei fiir jedes [

105
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A; =R oder 4; =R, ist.

Es gebe eine Uberlagerung p: T* — Gy, so daB jede § 11 auf hochstens zweien der irre-
duziblen Komponenten nichttrivial operiert; eine solche Uberlagerung heifie spaltend.
Falls S} nur auf einer, o0BdA der ersten, Komponente nichttrivial operiert, definiere
h: S%\(C — Ry, durch [2] — |z|. Falls S auf zwei, oBdA den ersten beiden, Kompo-

nenten nichttrivial operiert, schreibe diese Operation als

S —— U(Q2)
A— (M)
und definiere a' := I

a . b
ggT{a,b}’ ~ ggT{a,b} und

he s\C R xC.
[(21,22)] ——— (2171 — 2272, Z%IE“I)

In beiden Fillen ist h ein Hom6omorphismus, durch h xid geht die induzierte Operation
G/p(sll) — Homéo(S%\V) in eine orthogonale Operation auf R ¢y x C™™* xR* iiber,
R(>0) ist ein trivialer Summand, S3x-x 8 —— Go /p(Sil) wiederum eine spaltende
Uberlagerung.

Rekursiv entsteht so einen Homéomorphimsus h: Gy \V — Ré°>0) x C™% x R®,
durch den die induzierte Operation & in eine orthogonale Operation {ibergeht, derer

Réo) ein trivialer Summand ist.

Wie schon in I §7 heifit die Eigenschaft einer Operation p: G x M — M, daf ihr
Quotient eine evtl. berandete, topologische Mannigfaltigkeit ist, QM.

Satz. ([Bohm], Satz 2', S.45) Sei 0: G — O(V') eine treue Darstellung einer kompak-
ten, abelschen Liegruppe und V = C"®R?® eine Zerlegung in irreduzible Komponenten.
Genau dann hat ¢ QM, wenn gilt

(1) Es gibt eine Uberlagerung T* — Gy, so daB jede S} auf héchstens zwei C-Kompo-
nenten nichttrivial operiert und

(2) es ist G/Go >~ Hy X -+ X He_p, X Zy™, wobei jedes H; héchstens auf der j. Kom-
ponente von C"*, jede Zs auf hichstens zwei Komponenten von R® nichttrivial

operiert; dabei ist die durch oben definiertes h erhaltene Operation von G/Go auf

R&m x C™* x R® gemeint.
Sind die Bedingungen (1) und (2) erfiillt, so ist G\V ~ R?;o) x CT=* x Ris0)-
BEMERKUNGEN

(1) Ist 7 eine triviale Darstellung von G, so hat 0 QM genau dann, wenn o x 7 diese
Eigenschaft hat, denn 7 erhoht lediglich den Exponenten s. Im abelschen Fall ist QM
daher eine stabile Eigenschaft.

(ii) Die H; sind als die C;-Nichtkerne der Operation h o &(.) o h™! eindeutig be-
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stimmt; sie sind endlich zyklisch. Z,™ ist der R°-Nichtkern dieser Operation. (Fiir
Nichtkerne siche Definition I A .4.)

(ii1)) In [B6hm], Satz 2/, in dem noch m < s behauptet wird, muf es ,effektive
Aktion® statt ,fast effektive Aktion® heiBen, sonst ist bereits Z,> — O(R) ein Gegen-
beispiel.

Ziel ist nun eine direktere Beschreibung der Darstellungen aus Satz 1.3, welche

zudem als Vorbereitung der differenzierbaren Variante 5.11 des obigen Satzes dient.

Darstellungen der Kodimensionen 0 und 1

Sei 0: G — U(V) eine treue, unitire Darstellung einer kompakten abelschen Liegruppe.
Die Kodimension von G, aufgefafit als Untermannigfaltigkeit eines maximalen Torus
von U(V'), heifle die reelle Kodimension von ¢; sie ist gleich dim¢ V' — dimp G.

Sei 0: G — O(V) eine treue, orthogonale Darstellung eines 2-priméren Torus; siche
IV 1.2. Die Kodimension von G, aufgefafit als Z,-Untervektorraum eines maximalen
2-primiiren Torus von O(V), heifle die 2-primére Kodimension von o; sie ist gleich
dimg V — dimgz, G.

Ich erlaube mir, a) die unitiren Darstellungen auch als orthogonale Darstellungen
aufzufassen und b) schlicht von Kodimension zu sprechen, da der 2-priméire Fall im
ganzen Kapitel analog zum reellen Fall verlduft.

Es folgt eine Klassifizierung der Darstellungen der Kodimensionen 0 und 1, insbe-
sondere der primen. Dabei sind der Begriff der primen Darstellung und die Primfak-
torzerlegung aus I Anhang A wesentlich.

Jede Darstellung der Kodimension 0 eines Torus oder 2-priméren Torus ist dquiva-
lent zu T C U(C"™) bzw. Z;" C O(R™). Sie ist genau dann prim, wenn n = 1 ist.
Eine ebenso explizite Beschreibung gilt fiir Kodimension 1: Fiir n € N\0 und a € Z"

seien w, und G(a) definiert durch

1 — G(a) y - st — 1

fiir @ € Zs" seien sie definiert durch

1 — Q(CI,) Zzn Ya Zz — 1.

0, bezeichne die Darstellung G(a) C U(C™), 7, die Darstellung Q(a) C O(R™). Setze
fir a = (1,...,1) Q™' := Q(a) und 7" := 7,. Q™! ist ein maximaler 2-primirer
N —’

n Stick
Torus von SO(R™). Fiir n = 1 und |a| = 1 sind ¢, und 7, eindimensionale Darstel-

1.5

1.6
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lungen trivialer Gruppen. Fiir alle anderen a sind die Gruppen nichttrivial und die
Darstellungen treu und ohne trivialen Summanden.

Im folgenden Lemma bezeichnet P(A4) := RX\AN0 den projektiven Raum eines
R-Moduls A.

Lemma. Sein € N und a € Z"™ bzw. a € Zy". Dann gilt
(1) P(Z™) — {G <T™ | codimG =1} ist bijektiv.
+b — G(b)
(2) o, ist prim oder G(a) ist trivial < Vv:a, # 0.
(3) P(Z2") — {Q < Zy" | codim@Q =1} ist bijektiv.
b - Q(b)
(4) 7, ist prim oder Q(a) ist trivial & Vv:a, # 0.

BEWEIS. Zu (1): a # 0 = w, ist surjektiv = codim G(a) = 1. Sei umgekehrt H < T™
mit codim A = 1. Dann ist G/H ~ §1, Wegen T" = 11 S in der Kategorie der

k=1
abelschen Gruppen sind die w, mit a € Z™ alle Morphismen von T nach S, folglich

ist H = kerw, fiir geeinetes a # 0.

Zu (2): G(a) ist nicht prim
& 3o #J Cn:G(a) = (G(a)N HJS}) x (G(a) N QJS})
& 3o # T ¢ [] ST C G(a) ](Ewegen codim G’(a,J) =1)
& dj €Enia;j :(]).EJ

(3) und (4) lassen sich analog zeigen. O

Ohne Beweis sei mp(G(a)) = G(“)/G(a)o & ZggT{ a,1<v<n} angemerkt,

Umformulierung

Sei 0: G — O(V) nun wieder eine treue Darstellung mit den Eigenschaften (1) und (2)
aus Satz 1.3. Es gelten die Konventionen 1.2. R?® wird je nach Bedarf als Teilmenge von
V oder von GO\V aufgefafit. Wihle eine spaltende Uberlagerung p: T* — G4 und einen
Isomorphismus q: Z;™ — (R*-Nichtkern von &) und nenne folgenden eindimensionalen
simplizialen Komplex den Graphen G von ¢ beziiglich p und g:

Jeder C;, 1 < j < 7, und jeder Rj, 1 < 5 < s, werde durch eine Ecke, jede S;,
1 <j <k,und jede Z, ;, 1 < j < m, durch eine Kante repréisentiert, der Sachverhalt,
daf S; auf (Cl} und (le. nichttrivial operiert, dadurch, daf§ die S} reprasentierende

Kante die C;p und Cj2 reprisentierenden Ecken miteinander verbindet, dafl Z, ; auf
J J
R, und R;z nichttrivial operiert, ebenso. Falls Sjl- bzw. Z3 ; auf nur einer Koordinate
J J

nichttrivial operiert, ist l; = l? zu nehmen.
G ist die disjunkte Vereinigung seines komplexen, d.h. zu den Kreisen und komple-

xen Koordinatenachsen gehérenden, Anteils Go und des reellen, d.h. zu den Z,’en und
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Zeichnung 6: Beispiel eines Graphen

reellen Koordinatenachsen gehoérenden, Anteils Gr. Fiir jede Zusammenhangskompo-
nente Z von G sei Uz das Produkt der in ihr vorkommenden Koordinatenkreise bzw.

-Zy’en, Wz das Produkt der in ihr vorkommenden Koordinatenachsen.

Fiir die Z C Gc gilt: oopist das Produkt seiner Einschrinkungen auf Uz — O(W3z),
p das derjenigen auf Uz — p(Uz), 0|(g,,cr) das derjenigen auf p(Uz) — O(Wz) und

h das der jeweiligen h zu den o|,(v,),w,) und idgs, insbesondere ist
WG \V) = I Muz\Wz) xR°.
ZCGc
Desweiteren ist

codimyg,, (uw,) p(Uz) = dimc Wz —dim Uy
= (Anzahl der Ecken in Z) — (Anzahl der Kanten in Z)
€ {0,1},

denn als eine Kodimension muf} diese Zahl mindestens 0, da Z zusammenhéngt, darf

sie hochstens 1 sein.

Ist die Kodimension 0, so enthilt Z genau einen Zykel, es ist p(Uz) = [] U(C;)
leZ

und k(U5 \Wz) = R>0Anz' der Kanten * Dyje Binschrinkung von p auf Uz kann durch
das Produkt [] idy(c,) ersetzt werden. Aus Z werden dann lauter isolierte Ecken mit
lez

»Schleifen“, wie in Zeichnung 7 dargestellt. Ist die Kodimension 1, so ist Z ein Baum

und h(UZ\WZ) — RAnz. der Kanten o
Fiir die Z C Gg gilt groBtenteils analoges: o o ¢ ist das Produkt seiner Ein-
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CC CG

; '@,

Zeichnung 7: Ersetzung einer Zusammenhangskomponente der Kodimension 0 durch
isolierte Ecken mit Schleifen

schrankungen auf Uz — O(Wz), q das derjenigen auf Uz —» p(Uz) und o|(in O,R?)
das derjenigen auf q(Uz) — O(Wz). Die Kodimension von ¢(Uz) in Qmax(O(WZ))

ist 0 oder 1. Ist sie 0, so ist ¢(Uz) = ][] O(R;); ersetze dann wiederum die Ein-
lezZ

schrinkung von g auf Uz durch [] ido(g,). Ist die Kodimension 1, so ist Z ein Baum
lez

und h(7;\Wz) = RAn# der Kanten o R - Der triviale Summand von o besteht genau
aus den isolierten Ecken von Gr der Kodimension 1.

Weniger formalisiert findet sich die Argumentation fiir den reellen Fall in [Bohm],
S. 43-44.

Lemma. o erfiille die Bedingungen (1) und (2) aus Satz 1.3 und G sei der Graph
zu o beziiglich — gegebenenfalls wie oben abgeinderter—p und q. Dann bestimmt

V = ][] Wz bis auf die willkiirliche Zerlegung des trivialen Summanden die Prim-
ZCg

faktorzelegung von o, und deren Faktoren haben reelle bzw. 2-primire Kodimension 0
oder 1.

BEWEIS. Ich ignoriere den trivialen Summanden von ¢. ¢ und & sind effektiv (Lem-
ma 1.1). { Wz | Z C G} bestimmt Faktorisierungen von o|(g,,v) (Satz 1.3 (1)) und von
o (Satz 1.3 (2)), folglich auch von ¢ (Lemma I A.6). Die Aussage iiber die Kodimension
folgt unmittelbar aus den diesem Lemma vorangehenden Absdtzen. Der mit Hilfe des
Graphen und des Lemmas 1.7 leichte Beweis der Primitivitdt der Faktoren bleibt dem

Leser iiberlassen. O

Satz 1.3 erscheint jetzt in folgender Gestalt:
Satz. Sei 0: G — O(V) eine treue Darstellung einer kompakten, abelschen Liegruppe.
Genau dann hat ¢ QQM, wenn jeder Primfaktor von 0 Kodimension 0 oder 1 besitzt.
In diesem Falle ist G\V homdéomorph zu einem Vektorraum, wenn alle Primfaktoren

1-kodimensional sind, und homéomorph zu einem abgeschlossenen Halbraum sonst.

BEWEIs. Die Hinrichtung folgt aus Satz 1.3 und Lemma 1.8. Die Riickrichtung folgt
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aus Lemma 1.7, den Homéomorphien

s1\C = R,, , G(a)\C" = R x C,

S 2] (£, foma(l2D), 2288 - £r(121))
Z,\R > Ryo  und  @s'\R* 5 R*1 xR,

o] — =l 2 — (A2, for(la]), s £(J2]))

wobel f:R,," — R™1 x Ry, bzw. f:R,,° — R*~1 x R, beliebige Homo6omorphismen
seien, und der Vertauschbarkeit der Quotientenbildung mit der Produktbildung. Da
St auf R™1 x {0} trivial operiert, darf ‘Z“((lzl)) fiir z ¢ (C*)" undefiniert sein; analog im
reellen Fall. Da in 5.5 bessere Hom6omorphismen konstruiert werden, weise ich hier

die Homo6omorphie nicht nach. O

BEMERKUNG. Die Charakterisierung der auftretenden Primfaktoren durch die Kodi-

mension gilt dhnlich fiir Operationen endlicher Gruppen auf komplexen Mannigfaltig-

keiten (siehe [Prill] und [Bohm], S. 4).

§2 Ecken

STRATIFIZIERUNGEN

In I 2.10 war eine Stratifizierung S einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M als eine
lokal endliche, die Randbedingung erfiilllende Menge S differenzierbarer Untermannig-
faltigkeiten von M definiert worden. Das Paar (M,S) heifit dann eine stratifizierte

Mannigfaltigkeit, | JS = (J X heifle die stratifizierte Teilmenge von M.
Xes

Fiir stratifizierte Mannigfaltigkeiten bieten sich verschiedene Morphismusbegriffe
an. In der vorliegenden Arbeit heifle eine stetige Abbildung f zwischen stratifizier-
ten Mannigfaltigkeiten (M,S) und (M',S’) stratifiziert, wenn f jedes Stratum von
M differenzierbar in ein Stratum von M’ abbildet. Beachte, dal f ungeachtet der

moglicherweise kleineren stratifizierten Teilmenge auf ganz M definiert ist.

Ecken

DEFINITION

Sei V ein euklidischer Vektorraum der Dimension n > 1. Nenne eine Teilmenge der
Form R v mit v € V\0 einen Strahl in V. Sei s ein Strahlin V, I eine n-elementige
Menge und (s; );c1 eine Familie paarweise verschiedener Strahlen in V', die sich durch s
festlassende, orthogonale Abbildungen beliebig permutieren lassen. Dies definiert eine

treue orthogonale Darstellung der symmetrischen Gruppe & auf V mit — aufler fiir
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n =1—s, 1 und span s als den isotypischen, gleichzeitig irreduziblen Komponenten.
Fiir J G I'sei Vy:= Y s; ={ Y vj | vj € s;} der von den jeweiligen Strahlen
jed jed

aufgespannte ,,positive Sektor”. Insbesondere ist Vo = {0} und Vi;, = s; fiir ¢ € I.

V~ U Vs besteht aus zwei Zusammenhangskomponenten; nenne die s; umfassende
JGI
Zusammenhangskomponente Vr. Die Menge S := { V| J C I } ist eine Stratifizierung

der Lange n + 1 (einer Teilmenge) von V.

Definition. Das Tripel (V, S, I)—kurz V, — heifie eine n-dimensionale Ecke. s heifle
der positive Strahl von V,; es ist der Schnitt von trivialer Komponente der &r-Ope-
ration und hoéchstem Stratum V7. Die s; heiflen die Kanten von V,. I heifle die
Indexmenge von V,. Nenne V, auch die aus s und den s; konstruierte Ecke oder die
aus u und den d; konstruierte Ecke, wenn Erzeuger u € s; und d; € s; gegeben sind,
so daB ||d;|| = ||d;]| fiir alle ¢, 5.

Eine Abbildung f heifit ein Morphismus von einer Ecke (V,S,I) nach einer Ecke
(V',S',I'), wenn f ist eine lineare, metrische, stratifizierte Bijektion von V nach V'

1st.

Damit ist die Kategorie der Ecken definiert. Jeder Morphismus ist ein Isomorphis-
mus. Ein Morphismus f:V, — V. induziert ein Bijektion ¢: I — I' der Indexmengen
durch die Forderung f(Vi;3) = V{,(s)). Die Automorphismengruppe einer Ecke V, mit
Indexmenge I ist gerade G ; sie operiert transitiv auf der Menge der Strata jeder vor-
gegeben Hohe. Fiir J C I heie Aut(V,,Vy) := {f € Auwt(V,) | f(Vy) = Vs } die
Gruppe der relativen Automorphismen; es ist Aut(V,,Vy) = &5 x &1 .

ANDERE ISOMORPHIEBEGRIFFE

Fiir die stratifizierten Teilmengen (JS und |JS' zweier Ecken V, und V, gleicher Di-

mension boten sich auch schwéchere Isomorphiebegriffe an:

(1) Die stratifizierten Teilmengen |JS und |JS' sind genau dann isometrisch, wenn V,
und V, isomorph sind. Aufler im Falle des Halbraums, dessen Stratifizierung sich
nicht aus der stratifizierten Teilmenge rekonstruieren laBt, induzieren alle Isome-
trien bereits Isomorphismen.

(2) US und |JS' sind genau dann linear isomorph, wenn beide streng konvex, Halb-
raume oder streng konkav sind.

(3) Gleiches gilt fiir Diffeomorphie, da das Tangential im Nullpunkt ein linearer Iso-
morphismus der zugehorigen Ecken ist.

(4) Die stratifizierten Teilmengen je zweier Ecken sind zueinander homoéomorph.

NIEDERE DIMENSIONEN
Ecken der Dimension 0 gibt es nicht. Die einzigen Ecken der Dimension 1 sind abge-
schlossene Halbgeraden. Eine gesonderte Behandlung dieser Dimension unterschlage

ich gelegentlich. Ecken der Dimensionen 2 und 3 zeigen die Zeichnungen 8 bis 10.
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Zeichnungen 8 -10: Ecken der Dimensionen 2 und 3

PARAMETER
Sei V, die aus v und (d;);cr konstruierte Ecke; ihre Dimension sei n. Das (n—1)-dimen-
sionale Volumen des Schnitts der stratifizierten Teilmenge | JS mit der Einheitssphire

von V heiBe der Offnungswinkel von V,.

n—1 (u, ds)
VIl dil? — (u, d;)?

ay, = +/n—1cot<(u,d;) , 1 beliebig,

heifie der Parameter von V,. Offnungswinkel und Parameter bestimmen einander ge-
genseitig. Der Parameter der aus —u und (d;);er konstruierten Ecke ist —ay,. Offen-
bar sind zwei Ecken gleicher Dimension genau dann isomorph, wenn ihre Parameter
ibereinstimmen.

Die aus dem euklidischen Standardvektorraum R, der Stratifizierung {{0},R>o}
und der Indexmenge {1} bestehende Ecke heifle Al. Alle eindimensionalen Ecken sind
zu Al isomorph. Sei nun n > 2. Wiihle ¢ € R. Nimm den euklidischen Standardvek-

1

torraum R™ und die Indexmenge {1,...,n}. Setze u := % ( ) und 'd; := e; +(t—1)u,
1

1 <1 < n,wobei ¢; den ¢. Standardbasisvektor des R™ bezeichnet. Nenne die aus diesen

Daten konstruierte Ecke A”. Thr Parameter ist gerade ¢, und sie soll als Reprisentant

ihrer Isomorphieklasse dienen. Einige charakteristische Ecken und ihre Parameter sind

—co | —\/n+1| ~1 \ 0 [ 1 | VnF1 \ 00

des Kubus des Kubus des Simplex

ganzer l Auflenecke l Auflenecke | Halbraum ‘ Innenecke ’ Innenecke ’ abgeschlossener

des Simplex

Strahl
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Wie schon das Wort ,,Ecke” beziehen sich ,Halbraum®, ,Innenecke des Kubus“, ,streng
konvex“ und &hnliches offenbar nicht auf den euklidischen Vektorraum V', sondern
auf dessen stratifizierte Teilmenge |JS. Die nur mengentheoretisch aufzufassenden

Grenzwerte bei 00 moégen der Intuition dienen.

BEZIEHUNGEN ZWISCHEN ECKEN VERSCHIEDENER PARAMETER
Sei V, eine Ecke, I ihre Indexmenge, s ihr positiver Strahl, s;, « € I, ihre Kanten.
s; + Rsy ist eine offene Halbebene. V| sei eine Ecke gleicher Dimension, I’ etc. die

entsprechenden Daten.

Lemma.

(1) Zu zwei Ecken Vo, und V, gleicher Dimension und einer Bijektion t:1 — I' ihrer
Indexmengen gibt es genau einen Isomorphismus f:V — V' der euklidischen Vek-
torrdume mit f(s;) = s/, und f(s; + Rsy) = s, T Rsly fiiri € I. f ist genau
dann ein Morphismus der Ecken, wenn f(s;) = s} fiir alle i gilt, und genau dann
stimmen die Parameter von V, und V] iiberein.

(2) Zu jeder Ecke V, gibt es genau eine Ecke V, mit Parameter 0, V' =V, I = I,
s\, = sy und s, + Rs!, = s; + Rsy fiir ¢ € I. Diese heifle der zu V, gehdrige
Halbraum.

DER BEWEIS ist trivial. O

TANGENTIALE UND NORMALE ECKEN
Zwischen Ecken verschiedener Dimensionen bestehen Beziehungen: Sei V, die durch
w und (d;)ier bestimmte n-dimensionale Ecke, @ ¢ J ¢ I, j := #J und p; die
orthogonale Projektion mit span Vy als Kern.

Der durch {Vx | K C J} stratifizierte euklidische Vektorraum spanVj ist die

durch » d; und (d;);jcs bestimmte j-dimensionale Ecke, genannt tangentiale Ecke
jeJ

(span Vy),. Die Parameter erfiillen die Bezichung n (ospan vy, 2-1)=j(ay,2—1). Die

dadurch definierte Funktion

P R —— R, t ——— /412 1) +1

laBt erkennen, dafl jede tangentiale Ecke konvex ist, denn 7;* > 0, und daf} ihr Para-
meter differenzierbar vom Parameter der urspriinglichen Ecke abhingt.

Der durch {ps(Vk) | K C I~J} stratifizierte euklidische Vektorraum Vit ist die
durch py(u) und (ps(di)), ¢y pestimmte (n — j)-dimensionale Ecke, genannt normale
Ecke V;+,. Die Parameter erfiillen die Beziehung agspan v, ay,+, = ay,. Die dadurch

definierte Funktion

t

Vi -1)+1
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1Bt erkennen, dafl der Parameter jeder normalen Ecke differenzierbar vom Parameter

der urspriinglichen Ecke abhéngt. Fiir die Rechnungen setze man ¢t := avy,, s := Y d;,
JjEJ

c:=n+j(t* — 1) und beachte p;(d;) = d; — -1 fiir j € J und ps(u) =u—ts. Eine

c

geometrische Interpretation von 77'(¢) - v;,_;(#) = ¢ kenne ich nicht; die Bezichungen

J n_ N J no__ . m : : : :
7, 0 7;* = 7 und v} o v = vy sind hingegen geometrisch offensichtlich.

Scharen von Ecken

DEFINITION

Ein differenzierbares Faserbiindel, versehen mit einer Stratifizierung des Totalraums,
so daf} die Einschrinkungen der Biindelprojektion auf die Strata selbst wieder differen-
zierbare Faserbiindel sind, heifle ein stratifiziertes Biindel. Schneiden der Strata mit
einer Faser stratifiziet diese Faser.

Ein vermittels { Ey | J C I}, I eine Indexmenge, stratifiziertes, riemannsches
Vektorbiindel E — B, so daB jede Faser ’E — der FuBpunkt wird ausnahmsweise oben
links notiert —, versehen mit der ererbten Stratifizierung eine Ecke ist, heifle eine
Eckenschar E, — B oder kiirzer E,. Eine stratifizierte Biindelabbildung, die faserweise
linear, metrisch und bijektiv ist, heilt ein Morphismus von Eckenscharen. Dies definiert
die Kategorie €s der Eckenscharen.

Sei E, — B eine Eckenschar. Fiir b € B bezeichnet %E, die Faser iiber b, aufgefafit
als Ecke. Der Parameter ag, einer Eckenschar E, — B ist die Abbildung ag,: B — R,
b aug, , die jedem Fuflpunkt den Parameter der iiber ihm liegenden Ecke zuordnet.

Bei Untermengen des Totalraums eines riemannschen Vektorbiindels sind die Addi-
tion, die Bildung des Erzeugnisses und die Bildungen des orthogonalen Komplements
faserweise zu verstehen.

Lemma 2.1 tibertragt sich auf Scharen:

Lemma.

(1) Zu zwei gleichlangen Eckenscharen E, — B und E., — B', einer Abbildung
c¢: B — B' und einer Bijektion v:I — I' der Indexmengen gibt es genau eine fa-
serweise Isometrie f: E — E' riemannscher Vektorbiindel iiber ¢ mit f(sy) = s/,
und f(s; + Rs;) = Si(i) + Rs!, fiiri € I. f ist genau dann ein Morphismus von
Eckenscharen, wenn f(s;) = S'L(i) fiir alle i gilt, und genau dann ist ag, = ag; o f.

(2) Zu jeder Schar E, — B gibt es genau eine Schar E, — B mit konstantem Para-
meter 0, E' = E, I' =1, s/, = sy und s} + Rs!, = s; + Rs; fiir i € I. Diese
heifle die zu E, gehorige Halbraumschar. Jedes b € B stiftet eine Trivialisierung
E = B x 'E des unterliegenden riemannschen Vektorbiindels. Fiir die Automor-

phismengruppen gilt Aut(E,) = Aut(E.) = Aut(’E.) = &;.

DER BEWEIS ist trivial. O

2.3
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ZURUCKZIEHEN

In &s existieren offenbar Pullbacks:

E, —%  E,

B —— B.

Da jeder Morphismus E. — E, von Scharen faserweise ein Isomorphismus ist, ist E.

stets zu ¢*E, isomorph.

PRODUKTSCHAREN

Ist B eine Mannigfaltigkeit und (V,S,I) eine Ecke, so bezeichnet B x V, die Pro-
duktschar, bestehend aus dem riemannschen Produktvektorbiindel B x V 2% B, der
Stratifizierung { B x X | X € S} und der Indexmenge I.

UNIVERSELLE SCHAR UND MODULRAUM

Sei n > 2. Die Ecken 47, t € R, setzen sich zu einer Schar A7 zusammen; deren
zugrunde liegendes Vektorbiindel ist R x R™ 24 R. Jede Schar E, — B n-dimensio-
naler Ecken ist zu ag,*(A7) isomorph, d.h. A? — R ist eine universelle Schar, ag, die

klassifizierende Abbildung von E, und R ein feiner Modulraum der n-dimensionalen

Ecken.

ORTHOGONALES KOMPLEMENT UND NORMALENSCHAR

Sei E, —— B eine Eckenschar und X ein vom Nullschnitt verschiedenes Stratum
von E,. span X — B und daher auch X+ — B, sind Untervektorbiindel von E — B,
wobei ,span“ und ,( )1“ faserweise zu lesen sind. Definiere nun das Vektorbiindel
KX — X durch die Forderung ,,Die Faser K, X tiber z € X ist das orthogonale Kom-
plement von T, @)X in T, (@),

Das Normalenbiindel NX — X von X in FE ist kanonisch isomorph zu KX — X:
TE|x VE|x +TX VE|x

X = & - >~ % = KX
N TX TX VE|xNTX o (W)

denn das Gleichheitszeichen gilt per definitionem von N X, das erste Isomorphiezeichen,
da X — B submersiv ist, das zweite nach einem Isomorphissatz fiir Vektorrdume und
das dritte, da ’X eine Untermannigfaltigkeit der riemannschen Mannigfaltigkeit E ist.

Der Isomorphismus von Vektorbiindeln

5 |
682 el

VE «——— ExpFE

N, A

— (61,62)
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des Vertikalbiindels VE — F zu E x g E 2% E wurde bereits in I 4.1 erwihnt. Fiir die

Einschriankung auf X bevorzuge ich wegen seiner R+ -Invarianz den Isomorphismus

leall - ], ——— (ex,e2)

VE|x —— X xpFE

N

und dessen Einschrinkung auf die jeweiligen Untervektorbiindel

KX = Xxpxt

\ / (W)
X.

(&) und (M) ergeben zusammen einen Ry g-invarianten, faserweisen Isomorphismus

Nx —f , x4t

ol

x -, p

von Vektorbiindeln. Die in 2.2 definierten normalen Ecken !X+, fiigen sich zu einer
Schar X+, — B zusammen.

Das Vektorbiindel NX — X wird eine Eckenschar N X, — X, genannt die Norma-
lenschar des Stratums X, durch die Forderung ,,(©) ist ein Morphismus von Ecken-

scharen, der die Identitit der Indexmengen induziert®.

BEMERKUNGEN.

(1) Beachte, daf8 die Isomorphie NX, = X xp X+, die Abbildung f und damit die
Skalierung ||e; ||- beinhaltet.

(2) NX — X wird durch (O) insbesondere zu einem riemannschen Vektorbiindel.

(3) Sei I die Indexmenge von E, — B und @ & J C I mit X = E;. Dann ist
I~.J die Indexmenge von X+, — X wie von NX, — X, und fir K C I~J ist

F(NX)k) = (X )k
Ist

E. —L ., E,

ein Morphismus von Eckenscharen und sind X' und X Strata mit f(X') C X, so

induziert f eine Bijektion zwischen den Indexmengen von NX, — X' und NX, — X,

2.4

2.5
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und die geméfl Lemma 2.3 gebildete kommutative Ergénzung des Diagramms

NX!, ————- » NX,
|
x ooy
ist gerade das Normal N f der Situation
E. —f . E,
U U
P QEICER'S

Der Grund ist, dafl f faserweise eine Isometrie ist.

Ecken im weiteren Sinne

Sogleich werden vier weitere Sorten stratifizierter, euklidischer Vektorrdume mit Index-
menge erklart, ndmlich komplexe Riume, reelle Rdume, komplexifizierte Halbraume
und reellifizierte Halbrdume. Schon jetzt definiere ich die Kategorie der Ecken im wei-
teren Sinne: Thre Objekte seien die Ecken und die gerade genannten anderen Sorten;
ihre Morphismen seien die linearen, metrischen, stratifizierten Abbildungen zwischen
Objekten gleicher Lange. Die Lénge eines Objekts meint die Lange seiner Stratifizie-

rung. In allen Féllen sei I eine n-elementige Indexmenge.

KOMPLEXE RAUME
Sei V ein 2n-dimensionaler euklidischer Vektorraum und (U;)ier eine Familie zueinan-

der senkrechter 2-dimensionaler Unterrdume; V ist dann deren direkte Summe. Setze
fir J C I Vjy:= > (U;~{0}). Der euklidische Vektorraum V zusammen mit der
JjeJ
Stratifizierung S := {V; | J C I} und der Indexmenge I heifle komplexer Raum V.
Die Lénge der Stratifizierung ist n + 1.
Die kurze exakte Sequenz

1 —— J[O(U;)) —— Aut(V4) S 1
el

spaltet hinten, d. h. es existiert ein Schnitt Aut(V,) « &, dadurch wird Aut(V,) zum

semidirekten Produkt [] O(U;) x &r. Aut(V,) operiert transitiv auf der Menge der
el
Strata jeder vorgegeben Hohe. Offenbar sind je zwei komplexe Raume gleicher Linge
isomorph.
Versiech umgekehrt C™ mit dem reellen Standardskalarprodukt. Wahle (C-e,)1<y<n,
wobei e, den v. Standardbasisvektor des C™ bezeichnet, als Familie der Unterriume.

Der aus diesen Daten konstruierte komplexe Raum C7 soll als Reprasentant seiner
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Isomorphieklasse dienen. Jetzt ist in kanonischer Weise Aut(C?) = O(C)"™ x &,,.
Die Stratifizierung von C7 ist die Stratifizierung des C™ nach der Besetzung der
Vektoren, soll heiflen: Fir J C {1,...,n}ist Ch ={2€C" |2; 0= j€ J }.

REELLE RAUME
Analog zu ,komplexer Raum® definiere ich einen reellen Raum V,, indem ich von ei-
nem n-dimensionalen euklidischen Vektorraum V und einer Familie (U;);cr zueinander
senkrechter 1-dimensionaler Unterrdume ausgehe.

Die kurze exakte Sequenz

1 —— J]O(U;)) —— Aut(Vs) ——— &6 —— 1
1€

spaltet hinten. Aut(V,) operiert transitiv auf der Menge der Strata jeder vorgegeben
Hohe. Je zwei reelle Raume gleicher Linge sind isomorph.

Versieh umgekehrt R™ mit dem Standardskalarprodukt und wéhle (R - €, )1<y<n
als die Familie der Unterrdume. Der aus diesen Daten konstruierte reelle Raum R?

soll als Représentant seiner Isomorphieklasse dienen. Wieder ist in kanonischer Weise
Aut(R?) 2 O(R)™ x &, und der R™ ist nach der Besetzung der Vektoren stratifiziert.

KOMPLEXIFIZIERTE HALBRAUME
Sei W, eine n-dimensionale Ecke vom Parameter 0, also ein Halbraum, I seine In-

dexmenge, H die Hyperebene |J Wy und u der den positiven Strahl erzeugende Ein-
JGI

heitsvektor. Auf V := C @ H definiert ((z1,w1),(z2,w2)) := Re(Z122) + (w1, ws) ein
Skalarprodukt. Identifizieren von v mit (1,0) macht W zu einem Unterraum von V.
Setze fur J & I Vjy:= Wy und Vi := VN H. Der dergestalt stratifizierte euklidische
Vektorraum V heifle zusammen mit der Indexmenge I komplexifizierter Halbraum V.
»Komplexifiziert* wird also nicht ganz W, sondern nur der positive Strahl R u. Die
Lange der Stratifizierung ist n + 1. Die Inklusion W — V ist ein Morphismus von
Ecken i. w. S..

Die Automorphismengruppe von V, ist offenbar O(C) x &;. Sie operiert transitiv
auf der Menge der Strata jeder vorgegeben Hohe. Je zwei komplexifizierte Halbraume
gleicher Liange sind isomorph.

Nenne umgekehrt den aus 4™ konstruierten komplexifizierten Halbraum C?; er soll

als Reprisentant seiner Isomorphieklasse dienen.

REELLIFIZIERTE HALBRAUME

Seien W,, I, H und v wie oben. Identifiziere V := R @ H mit W durch (1,0) < wu.
Setze fur J & I Vjy:= Wy und Vi := V~H. Der dergestalt stratifizierte euklidische
Vektorraum V heifle zusammen mit der Indexmenge I reellifizierter Halbraum V.
»Reellifiziert“ wird also nicht ganz W, sondern nur der positive Strahl Rsqu. Die
Lange der Stratifizierung ist n + 1. W, — V, ist ein Morphismus von Ecken i. w. S..

Die Automorphismengruppe von V, ist O(R) x &y. Sie operiert transitiv auf der

2.7
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Menge der Strata jeder vorgegeben Hohe. Je zwei reellifizierte Halbraume gleicher
Lange sind isomorph.
Nenne umgekehrt den aus 4™ konstruierten reellifizierten Halbraum R?; er soll als

Représentant seiner Isomorphieklasse dienen.

Morphismen

Fiir eine Ecke 1. w. S. V, ist Aut(V,) = G x & mit

1 falls Vo Ecke
IT O(U) bzw. O(C)™ falls V, komplexer (Standard-)Raum
vesd
G = { I O(U) bzw. O(R)™ falls V, reeller (Standard-)Raum
Ueld
O(C) falls V, komplexifizierter Halbraum
| O(R) falls V, reellifizierter Halbraum.

Setzt man Gy := {g € G | (V) C Vs und g|y+ = idy1 }, so gibt es genau ein
G;' C G, sodaB G =Gy x Gy'. Damit ist

Aut(Ve,Vy) = (Grx6y)x(Gs x6&ry) < OfspanVy) x O(Vs™).
Betrachte nun die sechs kanonischen Einbettungen

R* — 5 (1 RF — Co.

NS NS

o7 yr

Jeder Morphismus ist eine Komposition aus diesen Einbettungen und Isomorphismen.
Damit sind, da die Automorphismen angegeben und die Frage, wann zwei Objekte

isomorph sind, beantwortet wurden, alle Morphismen ,,bekannt®.

Eckenscharen im weiteren Sinne

Ein durch { Ej | J C I}, I eine Indexmenge, stratifiziertes, riemannsches Vektorbiindel
E — B, so daf} jede Faser, versehen mit der ererbten Stratifizierung, eine Ecke i. w. S.
ist, heifle eine Eckenschar i. w. S. E, — B oder kiirzer E,. Ein Morphismus der
zugrunde liegenden riemannschen Vektorbiindel, der faserweise ein Morphismus von
Ecken i. w. S. ist, heifit ein Morphismus von Eckenscharen i. w. S.. Dies definiert die
Kategorie der Eckenscharen i. w. S..

Alles bei €s ausgefithrte iibertragt sich sinngemafl auf Eckenscharen i. w. S., sogar
mit einer gravierenden Vereinfachung: Alle Ecken i. w. S. derselben Sorte und Lénge

sind isomorph. Scharen, die keine Scharen im engeren Sinne sind, sind daher isomorph
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zu Produktscharen, weshalb C? — {pt} bzw. R? — {pt} bzw. R? — {pt} bzw.
C? — {pt} universell fiir Scharen der entsprechenden Sorte der Linge n + 1 sind.
sochar® bedeutet ab jetzt ,Schar von Ecken i. w. S.“. Die Isomorphietypen von
Ecken i. w. S. einer vorgegebenen Liange n > 2 und die Typen von Morphismen, die
keine Isomorphismen sind, symbolisiert Zeichnung 11, in der die obigen Représentanten

der Isomorphietypen und die sechs kanonischen Einbettungen aus 2.9 angegeben sind.

cr c
[ ] ®
N AN
® R" . RIL
CAT A7 fAT

Zeichnung 11: Isomorphietypen von Ecken und Morphismen

Modellobjekte und -morphismen

Zum Gebrauch in den beiden folgenden Paragraphen definiere ich nun eine Eckenschar
E} — R, die ,weicher” vom Halbraum zur kubischen Ecke iibergeht als die universelle
Eckenschar A7 — R.

Wihle eine differenzierbare, monotone Abbildung £2:R — R mit 82 = 0 nahe
| — 00,0] und B2 = 1 nahe [1,00[. Sei » > 3. Die Abbildung v;: R — R aus 2.2 ist eine
offene Einbettung mit | — \/’21, \/; [ als Bildmenge. Definiere

,Bn: R — R.
t —— (v3)71(Ba(1))

Jedes S, ist differenzierbar und monoton mit £, = 0 nahe | — 00,0] und 3,, = 1 nahe

[1,00[. Wegen v = 1 o o v} (siehe 2.2) gilt zudem B; = v} o B, fiir 2 < j < n.
Setze El := Al. Definiere fiirn > 2 ET ™", R als die Eckenschar mit R x R™ -2 R

als unterliegendem riemannschem Vektorbiindel, {1,...,n} als Indexmenge und der
Ecke #»(Y47 als der Faser iiber t € R. E? ist isomorph zum Riickzug von A? via 3,.
Fiir n > 1 bestehe die Menge Ms™ der Modellscharen der Lange n + 1 aus den in 2.9
genannten Eckeni. w. S. und der Eckenschar E}'; die Modellmorphismen der Lange n+1
seien die in 2.9 genannten Einbettungen. Fiir n = 1 ist allerdings R} = R}, C! = C}

und U! = E! = Y4!; entsprechend fallen je zwei Modellmorphismen zusammen.

2.10
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Lemma. Sei J C {1,...,n} und j = #J. Die Normalenschar (NE%)s — E7% ist
|

. n
. . - . T . .
isomorph zum Riickzu v via E?* =15 R, genauer: Es gibt genau einen
h Riick von E K ,

—
Morphismus ™| von Eckenscharen, der das Diagramm

EV e (NE™).
™| .
R E?

kommutativ schliet und die ordnungserhaltende Bijektion der Indexmenge J von

(NE?), auf die Indexmenge {1,...,n — j} von EJ"’ induziert.

BEWEIS. Nach Definition ist (NE%), — E?% isomorph zum Riickzug von (E? ), — R

via EY "L, R. Die klassifizierenden Abbildungen von (E}”‘). ist
vioagr = viof, = B,

stimmt also mit der klassifizierenden Abbildung von EJ’ = {iberein. Die Behauptung

folgt nun mit Lemma 2.3. O

§3 Tubensysteme von Ecken

Tubensysteme

NORMALENEXPONENTIALABBILDUNG

Sei X eine Untermannigfaltigkeit einer offenen Teilmenge U des Totalraums eines Vek-
torbiindels £ — B, so dafl X — B submersiv ist, und 9 eine riemannsche Metrik
des Vertikalbiindels VU — U. Sei b € B, ¢ € X3 und v € V_U. Es bezeichne
Yoi | — 8y, €] — Up die Geoditische mit maximalem zusammenhingenden Definiti-

onsbereich und 4, (0) = v.

exp: VU >—— U

v o (1), falls 1 < ¢,
ist die Exponentialabbildung von U beziiglich 9.

nexp: NX ~ TXtiVX 5, U,

V4 Vo)X — v —— 7y(1), falls 1 < ¢,

wobei VX —%5 X das Vertikalbiindel von X bezeichnet, heifit die Normalenexponen-
tialabbildung von X in U beziiglich 9. Thr Keim nahe dem Nullschnitt ist eine Tube
von X in U, genannt die Normaltube von X in U.
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Sei E, — B eine Eckenschar, n ihre riemannsche Metrik, I ihre Indexmenge und
S:={z € E |||z|| =1} das Sphérenbiindel von E. Der Isomorphismus (E~\0p , 9) =
(R>0 , Standard) X ( S, 17[) definiert eine gegeniiber 7 skalierte riemannsche Metrik
¥ auf EX0p. Fiir @ # J C I ist die Normalenexponentialabbildung von E; in E~0p
beziiglich 9 gegeben als

NE; —— E~Op,

(z,0) —— |zl (27 cos llvll + qo sin [[v]])

. 1
wobei z € YEy und v € "E; .

Definition. Sei E, —— B eine Eckenschar i. w. S. und I ihre Indexmenge. Eine
Familie ¢ = (¢.7)scr heifit ein auf der offenen Teilmenge U von E definiertes Tuben-
system der Schar E,, wenn ¢ fir jedes J eine Tube von Uy := E;NU in E ist, so
daf gilt:

(TO) ¢ ist biindelhaft, soll heiflen: Das Diagramm

NU; >—% 5 E

|

U; —— B

b
kommutiert, d.h. die Einschrinkungen N'U; >—2% 'E auf die Fasern existieren
und sind Tuben von U7 in 'E.
(T1) g ist der kanonische Isomorphismus NUg = E|.(y,) riemannscher Vektorbiin-
del.

(T2) Fiir J # @ ist ¢y normerhaltend, soll heilen: Das Diagramm

NU; > -2 E

b

Il

Uy — R>0

kommutiert.

(T3) Fiir J # @ ist ¢y dquivariant beziiglich der von der Skalarmultiplikation auf E
herkommenden R~ ¢-Operation.

(T4) ¢ ist Aut(FE,)-aquivariant.

(T5) ¢ ist normaleniquivariant, soll heifen: Jedes %o s ist iquivariant beziiglich der
offensichtlichen O(’E;")-Operationen.

(T6) Falls #I = 2ist fiir #J =1 ¢ die in 3.2 angegebene Normalenexponentialab-
bildung.

3.2

3.3
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(T7) Die zur Tube ¢ gehérige riemannsche Metrik von NU; — Uy ist die Ein-

schrankung der zur Normalenschar (NE;)s — Ej gehorigen riemannschen Me-

trik von NEj; — Ej.

BEMERKUNGEN UND FOLGERUNGEN

(i) Tubensysteme bilden geméfl I 4.8 eine Garbe, weshalb auch von Tubensystemen
auf abgeschlossenen Mengen die Rede sein kann.

(i) (T6) konnte fiir jedes I und #J = 1 verlangt werden, benétigt wird es aber nur
fiir #I = 2 wegen der Sonderfélle o(; 1) aus Lemma 5.1 (3) und 72 aus 5.3.

(ii1) (T7) dient lediglich der Bequemlichkeit, auf dem Vektorbiindel NU; — Uj mit
nur einer riemannschen Metrik umgehen zu miissen.

(iv) Einzeln auftretende Tuben ¢ sollen bereits (T1) - (T7) erfiillen, (T4) freilich nur

in der abgeschwichten Form
(T4') ¢ ist Aut(E,, Ey)-dquivariant,

wobei Aut(E,.,Ey) := {g € Aut(E) | g(Es) = E;} die relativen Automorphis-
men bezeichnet. Wihle b € B und schreibe Aut(E.,E;) = Aut(’E.,’Ej) =
(Gr % 6y) x (Gs' x 61 5) C O(span’E) x O(bE_]J_) geméf Lemma 2.3 (2) und
2.8. Die verschiedenen Zwecken dienenden Aquivarianzen (T3), (T4') und (T5)
ergeben insgesamt eine A quivarianz von % ; beziiglich R+ x (G % & 1) x O(bEJ_L).
(v) (T3), (T4) und (T5) implizieren, daf} der ,Definitionsbereich“ U von ¢ unter den

jeweiligen Operationen invariant ist.

Lemma. ¢ ist stratifiziert, genauer: Fiir K O J ist ¢ y nahe U ein Diffeomorphismus
zwischen (NU )k j und Uk.

BEWEIS. Wegen (T0) darf B als ein Punkt, folglich F = V angenommen werden. Der
Einfachheit halber sei U = V. Alle Aussagen iiber ¢ sind ,nahe V;“ zu lesen. Da
¢ eine Tube ist, gilt @J((NVJ)g) = ¢s(0nv,) = Vy. Sei deshalb jetzt K~\J # &.
Erinnert sei an den Isomorphismus NVjy = Vj x VJJ—, der sich aus der Definition 2.4
der Normalenschar ergibt, an die Einbettung Vy x V;+ — V, (vy,w) — v + w, und an
die Definition des K~ J-Stratums von (NVy), als Vj x VJLK.

Sei nun w € (VJ'L)K\J. @ ist eine Bijektion zwischen Vi x Ryzow und Vy + Ryow,
da @7 O(Vsh)-dquivaraint ist und dies die Mengen der Elemente mit Standgruppe
@) ({’U e vyt | (v,w) = 0}) sind. Da ¢ als Tube Np; = idyv, erfiillt, mufl dann
@ sogar eine Bijektion zwischen Vjy X Ryow und Vy 4+ Rsgw sein. Da fiir v € Vj
und ||w|| klein die A quivalenzen (v,w) € (NVy)gg & w € (VJL)K\J Sv+we Vg
gelten, ist dann ¢ eine Bijektion zwischen (NVy)g. s und V. O

Fasse die Strata gleicher Hohe zu einem Stratum zusammen: E; := |J E;. Die
#JI=j
neue Stratifizierung { E; | 0 < j < #1 } ist lokal gleich der bisher stets betrachteten

Stratifizierung { E; | J C I }. Auch lassen sich fiir gegebenes j die Tuben (¢s)ps=;
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zu einer Tube ¢; von U; := |J Uy zusammenfassen. Ich benutze ab jetzt je nach
#JI=j
Bequemlichkeit Ey, Uy und ¢y oder E;, U; und ;.

Lemma. Es gibt eine Operation p:G x W — W einer kompakten Liegruppe G auf
einer Umgebung W von Ej, so daf8 ¢; genau dann normalendquivariant ist, wenn ¢ ;

G-dquivariant ist.

BEWEIS. Sei J C I mit #J = j und b,¢ € B. Die Ecken bEJ'L. und E 1, haben
selbe Dimension und Indexmenge. Nach Lemma 2.1 (1) gibt es einen kanonischen Iso-

morphismus f.:°E J-L — Byt der unterliegenden euklidischen Vektorrdume. f, héngt

differenzierbar von ¢ ab. Ferner ist

+: E;xgE;f —— E

(z , v) —— z+4v
eine offene Einbettung; ihr Bild heifle W'. Definiere die Operation § als

O(E; ) x W' — W
(9 Lz+v)—— z+ fo(g(f71(v)))

Wihle fiir jedes K mit #K = j ein ox € Aut(E,) mit og(J) = K. Wihle eine
Aut(E,, Ey)-invariante Umgebung W' von Ej mit der Eigenschaft

K#J = ox(W)NW"'=02.

Die Vereinigung W := |J ox(W") ist Aut(E,)-invariant. Einschrinken von §
#K=j
auf W' und anschlieflendes Fortsetzen auf W mit Hilfe der ox definiert ein p wie

gewiinscht. [

KANONISCHE TUBE
Das Stratum Ej einer Schar E, — B besitzt sogar eine kanonische Tubenabbildung,
niamlich das Kompositum des Isomorphismus 2.5 (1) mit der eben bereits verwendeten

offenen Einbettung:

NE; = EJXBEJ'L — F.

(z , v) —— z+0v

Zusammen mit der riemannschen Metrik aus 2.5 (2) ist dies eine kanonische Tube von
Ejin E.

Die folgende Konstruktion von Ts-Auswahlen 1afit sich jedoch nicht dadurch ver-
einfachen, daff man fiir jedes Stratum diese kanonische Tube wéhlt, da sie (T2) nicht
erfiillt, (T2) andererseits im Hinblick auf die Sonderfélle o(; ;) aus Lemma 5.1 (3) und

72 aus 5.3 eine unentbehrliche Forderung an ein Tubensystem darstellt.

3.4
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ZURUCKZIEHEN VON TUBENSYSTEMEN

Lemma. Zu einem Morphismus

|

B — B

von Eckenscharen i. w. S. mit oBdA gleicher Indexmenge I und einem auf U defi-
nierten Tubensystem ¢ von E, — B existiert genau ein auf U' := f~}(U) definiertes

Tubensystem *p, so daf fiir jedes J C I das Diagramm

fl..

v — U

N n

Ny, NUL), Ny,

| t)

kommutiert (vgl. Bemerkung (3) aus 2.5).

Anmerkung: In einem mehr-als-zwei-dimensionalen Diagramm steht ,,|“ pauschal

fiir die Biindelprojektionen.

BEWEIS. Bemerkung (3) aus 2.5 und Eigenschaft (T0) aus Definition 3.3 zeigen die
Kommutativitit des Diagramms () abgesehen von *p 7. Da (b) ein Pullback-Diagramm

ist, gibt es genau eine Moglichkeit, *p 7 zu definieren. O

Auswahlen

MsS™ bezeichne die Menge der in 2.10 definierten Modellscharen der Linge hochstens
m + 1. Eine Familie U = (UP*)g, cpe<m heift eine Teilmengenauswahl bis zur Linge

m+ 1, wenn UP+ fiir E, € Ms™ eine Teilmenge von E ist und fiir E, € MsS™™! sogar
UE+ = E gilt. Dasjenige U mit UP* = @ baw. UP* = E fiir E, € Ms™ heifle die leere
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bzw. die volle Auswahl bis zur Linge m + 1. Die Familie (E)g, ems heifle die Auswahl
bis zur Linge oc.

Sei I < m € N. Eine Teilmengenauswahl U bis zur Lange m heifit eine Teilmengen-
auswahl vom Typ (m,l), wenn UP+ fiir E, € Ms™ eine Umgebung von Ey U--- U E;
in E ist. Beachte, daB UP* fiir E, € Ms™ keine Umgebung von E; zu sein braucht.

Verlangte man, daff m und [ maximal sind, wére jede Auswahl von nur einem Typ.

Definition. Eine Familie ¢ = (¢®*)g cpe<m heifit eine auf einer Teilmengenaus-
wahl U definierte Auswahl von Tubensystemen — kurz: Ts-Auswahl —, wenn ¢+ ein

auf UP+ definiertes Tubensystem von E, ist, so dafl gilt:

(TA1l) Vertraglichkeit mit Modellmorphismen: Ist f: E, — E, ein Modellmorphismus
der Linge hochstens m + 1, so ist cpE: der Riickzug von ¢ mittels f, d.h.,
da die Modellmorphismen Inklusionen sind, ¢Z ist die Einschrinkung von ¢
auf E..

(TA2) Produkteigenschaft an den Enden: Fiir ¢ aus einer geeigneten Umgebung von
] — 00,0] ist %P = 0%E0 und fiir ¢ aus einer geeigneten Umgebung von [1,00]
ist t(pE:” _ 190E?_

(TA3) Normalenabstieg: Sei E, —— B eine Modellschar der Linge n +1 < m + 1,

J eine j-elementige echte Teilmenge der Indexmenge I = {1,...,n} von E,

und E. ', B die E, entsprechende Modellschar der Liange n + 1 — j. Dann

kommutiert fiir jede zwischen J und I liegende k-elementige Menge K das

Diagramm
— E,
B T NE; 5% . E
‘Pfl' { }(%fl‘ ) T‘Pﬁ-‘
N A A

— Ee
NE, N N(NEngs) >, gy

B .. EJ .. B
W'IAA[ T }rl..
x| Pl
E} P S - (NEj)k.s d>——— Eg

(vgl. Lemma 2.11 und Lemma 3.5), wobei L eine (k — j)-elementige Teilmenge
der Indexmenge {1,...,n — j} von E| ist. (Aus Griinden der Lesbarkeit steht
im Diagramm E, E; etc. anstelle von UP+ UP+ ; etc..)

3.6
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(TA1l) und (TA2) implizieren entsprechende Eigenschaften fiir U. Liénge und Typ
von ¢ richten sich nach Linge und Typ von U. Wird die Teilmengenauswahl U nicht
angegeben, so ist die volle Auswahl gemeint; wird auch die Lange nicht angegeben, so

ist die Lange oo gemeint.

Lemma. Sei ¢ eine auf U definierte Ts-Auswahl bis zur Linge m +1 € N U {co}.
Uber die Bezeichnungen in (TA2) hinaus sei E!' ", B die entsprechende Modellschar

der Liange n +1 — k. Dann kommutiert das Diagramm

NE; S .
7| K
E' “opt E
, N
‘P;:E. N((NEJ)K\J) ‘/’JI?’.

3
n %T) N(m n
NE},

(NEjy) K\J

\/

wobei wiederum E, Ej etc. anstelle von UE. UE- ; etc. steht.

BEWEIS. Zur Verfiigung stehen der Normalenabstieg (TA3) der Ts-Auswahl ¢, die
Definition 2.4 der Normalenscharen, die unter geeigneten Voraussetzungen eindeutige

Existenz 2.3 von Morphismen von Scharen und die Bemerkung 2.5 (3) iiber das Normal
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eines Morphismus von Scharen. Die auftretenden Indexmengen sind samtlich Teilmen-
genvon {1,...,n} und alle Abbildungen zwischen ihnen sollen ordnungserhaltend sein.
Sind E, —und damit auch E, und E. — Scharen von Ecken im engeren Sinne, so

kommutiert das um die jeweiligen klassifizierenden Abbildungen erginzte Diagramm

(NEj)rJ

E
‘PJ. l

ANUNEs)R<J))e

R Eg.

X(NEK)e

Insgesamt folgt die Kommutativitit des grofien Diagramms. O

Existenz

NIEDERE DIMENSIONEN

Es gibt genau eine Ts-Auswahl ¢ bis zur Linge 2 + 1: Sei E, € MsS?, Wegen (T1)
ist chE‘ der kanonische Isomorphismus NO0p = F. Da E,, offen in E ist, ist @f* der
kanonische Isomorphismus NE,, & E,,. Durch (T6) ist (pf;' fiir [(E.) = 3 vorgegeben.
Umgekehrt erfiillt dieses ¢ die Bedingungen (T0) bis (T7) und (TA1) bis (TA3).

Proposition. Auswahlen von Tubensystemen existieren.

BEWEIS. Damit von Fortsetzungen die Rede sein kann, seien Teilmengenauswahlen
in diesem Beweis stets Auswahlen abgeschlossener Teilmengen. Da durch (T7) die
riemannschen Metriken festliegen, interessieren von Tuben nur die Tubenabbildungen.

Ts-Auswahlen vom Typ (1,0) existieren trivialerweise; siche auch 3.8. Eine Ts-Aus-
wahl vom Typ (n,j —1) 1a88t sich, wie weiter unten bewiesen wird, zu einer Ts-Auswahl
vom Typ (n,j) fortsetzen. Eine Ts-Auswahl vom Typ (n,n) setzt sich durch Hinzu-
nahme der kanonischen Tuben der 0-Strata fort auf die volle Teilmengenauswahl der
Lange n + 1 und weiter durch Hinzunahme der leeren Tuben auf die leere Teilmengen-
auswahl der Linge n + 2, d.h. zu einer Ts-Auswahl vom Typ (n + 1,0). Mit einem
Standardschlufl aus der Rekursionstheorie folgt die Existenz von Ts-Auswahlen bis zur
Lénge oo, also von Ts-Auswahlen schlechthin.

Sei nun ¢ eine auf einer Teilmengenauswahl A vom Typ (n,5 — 1) definierte Ts-
Auswahl, oBdA n > 3. Dann lifit sich ¢ zu einer Ts-Auswahl ¥ vom Typ (n,j)

fortsetzen:

3.8

3.9
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Die Tube gole 148t sich zu einer Tube x©¢ von ganz C7 fortsetzen: Schrinke 90](71?,

das auf Aff definiert ist, auf A](-J? N S ein, S die Einheitssphare von C™. Laut Lem-
ma 3.4 lassen sich (T4) und (T5) als Aquivarianz beziiglich einer kompakten Liegruppe
auffassen. Geméf Satz I 4.7 existiert eine dquivariante Fortsetzung y auf ganz C7' N S.
Die Ry ¢-dquivariante Fortsetzung von x auf ganz C7 heifle x€+. Die jeweiligen Ein-
schrinkungen von x©¢ mégen xF¢ und XOE:1 heifien. Analog sei x©+ eine Fortsetzung
von goéq auf ganz C} und x® und XIE:1 die jeweiligen Einschrénkungen.

Die Tuben gole, id)_ oo ] xx%f und idp; ¢ o ><X1E:l, € > () geeignet, besitzen eine
gemeinsame Fortsetzung P+ auf ganz E7: Zundchst stimmen sie auf ihren gemein-
samen Definitionsbereichen iiberein. Schneide wie oben mit dem Sphéarenbiindel S :=
{z € E™ | ||z|| = 1}. Schreibe wie oben (T4) und (T5) als Aquivarianz. Da die
Projektion auf die Basis der Schar E} — R submersiv ist, garantiert Satz I 4.7 nun
sogar eine mit der Projektion vertragliche —d.h. (T0) erfiillende — &quivariante Fort-
setzung auf ganz E7' N S. Nenne schliefilich die R o-dquivariante Fortsetzung auf E7
der auf EY NS konstruierten Tube B .

Elementares topologisches Basteln fiithrt zu einer Auswahl A’ abgeschlossener Teil-
mengen, so daf fir E, € Ms® A'"”* cine Umgebung von E; in E ist und x P = P
nahe AP n A" gilt. Setze WP := P+ fiir B, € MsS™ ! und wP := yBe (p(NEis)
fir E, € Ms™, wobei o(VEi)e den Riickzug von P mittels (pf’ bezeichnet. Man

verifiziert, dafl w eine auf A’ definierte Ts-Auswahl ist.

1/)::{@ nahe A

w nahe A’

ist daher eine wohldefinierte, ¢ fortsetzende Auswahl von Tubensystemen auf 4 U A',
d.h. vom Typ (n,7). O

§4 Glattungen von Ecken

In diesem Paragraphen treten nur Eckenscharen im engeren Sinne auf.

HALBRAUMSCHAREN
Eine Eckenschar H, — B heifit eine Halbraumschar, wenn *H, fiir jedes b € B ein
Halbraum ist. Bezeichne die gem#f Lemma 2.3 (2) zu einer Eckenschar E, — B
gehorige Halbraumschar mit E. — B. Die zur Modellschar E} R gehorige Halb-
raumschar heifle H} 2", R. Thr unterliegendes Vektorbiindel ist R x R™ 25 R;
es gilt H =R x *E™,
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Glattungen

Definition. Sei £, — B eine Eckenschar mit Indexmenge I und U eine offene Teil-
menge von E, desweiteren H, — C eine Halbraumschar und f: B — C eine (differen-

zierbare) Abbildung. Eine Abbildung g:U — H zusammen mit einem Homomorphis-
mus Aut(E,) — Aut(H,) heiit eine auf U definierte Glattung von E, nach H, iiber f,

wenn gilt:
(GO) g ist biindelhaft, soll heifien:

#

L

b
kommutiert, d.h. die Einschrinkungen U —% *H existieren.

I N

(G1) g ist faserweise eine topologische Einbettung.
(G2) g ist normerhaltend.

(G3) g ist Ry -dquivariant.

(G4) g ist (Aut(E.) — Aut(H.))-éiquivariant.
(G5) g ist stratifiziert.

(G6) Fiir ein und damit fiir jedes ¢ € C geht g(U) unter der kanonischen Trivialisierung
2.3 (2) in ein Produkt iiber:

H — C x‘H
U U

g(U) —— Cxg(U)).

(G3) und (G4) implizieren die Rs¢ x Aut(E,)-Invarianz von U.

Der Homomorphismus Aut(E,) — Aut(H,) wird nicht mit angegeben, wenn er sich
von selbst versteht oder durch g bereits festliegt. Ist f ein Diffeomorphismus und
U = E, so ist g ein Homéomorphismus und jedes gy ein Diffeomorphismus. Entfallt
der Zusatz ,iiber f, so ist gemeint, dafl f = idp und H, die zu E, gehorige Halb-
raumschar E, ist. Eine Glattung g iiber f faktorisiert kanonisch in eine Glattung g;

und einen Morphismus g, iiber f:

U g1 E g2 H
B4, p_¥F ¢

4.1
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4.2 Lemma. Sei g eine auf U definierte Glittung iiber ¢, (f, f) und (iz, h) seien Morphis-
men von Eckenscharen und ¢’ eine auf V. C B’ definierte Abbildung, so daf3

offen

B —1 . B,

~0

H "

kommutiert. Dann existiert genau eine auf f~(U) N E'|y definierte, das Diagramm
kommutativ schlieBende Glittung *g von E nach H) iiber ¢'. Diese heifie der Riickzug

von g mittels der gegebenen Daten.

DER BEWEIS ist trivial. O

Glattungsfolgen

Die Definition 4.3 bedarf einiger Vorbereitungen:

(1) E} ™, R bezeichne weiterhin die Modell-Eckenschar der Linge n + 1 aus 2.10
und H} 2", R die zu E7? gehorige Halbraumschar.

Sei ¢ = (¢P*)E, ems eine Ts-Auswahl. In diesem Paragraphen werden nur die
Tubensysteme P+ der Eckenscharen im engeren Sinne benétigt; diese werden nun
kiirzer mit ™ bezeichnet. %™ ist ein Tubensystem von "E?, folglich ist idg x%"™ ein
Tubensystem von H? = R x "E”, welches das zu ¢ gehérige Tubensystem von H* — R
heifle und mit ™ bezeichnet werde.

(2) R x R? ist der Totalraum der Eckenschar E? — R wie auch der zugehérigen
Halbraumschar H?> — R. Nach Identifizieren von R? mit C ist das hSchste Stratum

E? = {(t,rei(§+7)) €eRxC|r>0,|y| < arccot(az(t)) } bzw.
B} = {(t,reTH) eRxC[r> 0,1l < T}
Dabei sei arccot durch cotoarccot = id und arccot(R) =]0,n[ definiert. Definiere

A:R — R durch

U

Offnungswinkel von H? 5

At) = = - = )
Offnungswinkel von 2 arccot as(t)

Setze A™ :=1 fiir n # 1.
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(3) Das Normalenbiindel NE7} des Stratums E7 1afit sich laut Lemma 2.11 folgen-
dermaflen als Pullback schreiben:

Eri Tl NEn

-

R e pn
Dies gilt erst recht bei den Halbraumscharen:

g Ll NEY

N

. n
R &k gn,

Eine Glattung E»~9 —£~ H"~J und eine Abbildung E% SNy ;) % iiber idg bestimmen

daher gemifl Lemma 4.2 die zuriickgezogene Glattung *g:

Eri L NEv

N

SN

l

R &b gn

\)\f‘
R &gy
g und *¢ méchte ich noch mit dem zu ihrer Kodimension gehorigen Faktor A" =7 aus (2)

skalieren: A" g, genauer (A\"~7 o 7"74) . g, bezeichne die Abbildung

En—j - Hn—j;

z s A (1" (2)) - g(z)

entsprechend sei A"~7 . *g definiert. Da (G2) verletzt ist, sind dies keine Glittungen

mehr.

Definition. Seien I < m € N und ¢ eine Ts-Auswahl. Eine Familie g = (¢")1<ngm
heifit eine Glattungsfolge vom Typ (m,l), wenn gilt: g™ ist eine auf einer offenen
Umgebung U von E*U EJ* U ---U E® definierte Glattung von EJ* nach H]*, und fir
n < m ist g" eine auf ganz E™ definierte Glittung von E™ nach H™, so daf} fir n < m

gilt:

4.3
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(GF2) Die Enden sind Produkte: Fiir ¢ aus einer geeigneten Umgebung W von | — oo, 0]

ist ‘g™ = id, und fiir ¢ aus einer geeigneten Umgebung W von [1,00] ist
t,n _1mn
9 =9
(GF3) Normalenabstieg: Fir @ & J & I kommutiert das Diagramm
B Sk NEy 5 B
An—J Hn—d g"
/\"_jgk« ) = \,x ! ¢n\‘
g L NEy 5P g
R " .. E:’} S Trn[ .

nahe dem Nullschnitt von NUy bzw. von N E}. Die linke Hélfte des Diagramms
ergibt sich aus der vorbereitenden Bemerkung (3).

(GF4) Sonderfall: Soweit definiert, ist g? auf dem Stratum der Hohe 2 + 1 die ,,Strek-
kung des Winkels“: g2 (t, rei(%-l“v)) - (t, ei({f‘*’)‘l(t”)) in der Notation der

vorbereitenden Bemerkung (2).

Eine Familie g = (9™)nen< {0} heifit eine Glattungsfolge (schlechthin), wenn g™ fiir
jedes n eine auf ganz E™ definierte Glattung von E™ nach H™ ist, so dafl (GF2)—(GF4)
erfiillt ist.

Existenz
Proposition. Zu jeder Ts-Auswahl ¢ existiert eine Glattungsfolge g.

BEWEIS. Gehe wie im Beweis von Proposition 3.9 vor. Der Induktionsanfang ist trivial.

Sei g deshalb eine Glattungsfolge vom Typ (n,j — 1). Der Definitionsbereich von
g™ sei offen und heifle U. Zu konstruieren ist eine nahe ET' U E U ... U E7 definierte
Glittung h von EJ nach H; mit ,h = g" nahe ET' U E3 U ... U E? “ und ,h ist
zusammen mit (g%)1<r<n—1 eine Glattungsfolge vom Typ (n, ).

Sei J C I mit #J = j. Das folgende ist Aut(E}, E%})-dquivariant zu lesen. Die
Einschrinkung ¢%:Uy — HY} von g" auf das J-Stratum ist eine differenzierbare of-
fene Einbettung. Gemifi Lemma 2.3 (1) sind die den tangentialen Eckenscharen
(span E%})s — R und (span HY%)s — R zugrunde liegenden riemannschen Vektorbiindel

kanonisch isomorph:

span B ———— spanHY

o~ 7

R.
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g"(UF) =R x U7 _aelgi) ", span H} = R x "H% 148t sich als eine Isotopie offener Ein-
bettungen auffassen. Schneiden mit dem Einheitssphirenbiindel S von span H} — R
liefert eine Isotopie offener Einbettungen R x (U7NS) — R x § mit kompaktem Kom-
plement. Setze diese gemifl Lemma I 8.6 zu einer Diffeotopie R x% — R x % fort. Setze
diese R -fiquivariant zu R x %(span H}~\Nullschnitt) — R x %(span H?\ Nullschnitt)

fort. Schrinke diese auf das J-Stratum ein und komponiere mit a=1.

Das Ergebnis ist ein Diffeomorphismus f: E7 — H7 iiber R mit Produkteigenschaft
an den Enden und f = g% nahe ET'U...U E? ;. Fiir j = n entfillt das Einschrinken
auf das J-Stratum. Ersetze, falls n = 2 und #J = 2, f auf dem J-Stratum durch die
in (GF4) geforderte Streckung des Winkels.

Definiere nun h nahe ET'U ... U E? ; als g™, nahe E7 durch den Normalenabstieg
iiber das J-Stratum-—in (GF3) ist dabei statt g™|. das gerade konstruierte f zu neh-
men —und nahe E? fiir #J' = j durch die Forderung der Aut(E?)-Aquivarianz.

h ist wohldefiniert und hat die verlangten Eigenschaften: Nichttrivial ist lediglich
der Nachweis, da} nahe E%} auch der Normalenabstieg iiber ein K mit J G K & [
funktioniert, d.h. dafl

En—k | NE™» ) YK E™
KQ A"ﬁk‘tq"_k \> h
A"—’“gm T I 1,,"\)
Hr kb 2l NHI% >—X , H™
R <k Bp e, R
h| id
k . \l) n\‘
R &k “Hn el R

in gleichzeitiger Néhe des J- und des K-Stratums kommutiert, wobei k := #K. Be-
trachte dazu das auf der nichsten Seite abgebildetet Diagramm.

Wegen J ¢ K G I'ist j < n—2, daher \»~J = 1. L bezeichnet eine (k — j)-elemen-
tige Teilmenge von {1,...,n —j}.

Die linke Halfte des Diagramms kommutiert nach Lemma 3.7. Die analog aufgebaute
rechte Hilfte kommutiert daher ebenfalls. Der Normalenabstieg fiir g™ {iber das J-Stra-
tum und der Normalenabstieg fiir g"~7 {iber das L-Stratum gelten. Die Pullbacks von

Glattungen gemif Lemma 4.2 existieren eindeutig,.

Mittels Diagrammjagd, wobei wegen der vielen Pullbacks manche Schliisse auch
gegen die Pfeilrichtung erlaubt sind, folgt daraus das Kommutieren aller Quadrate
des obigen Diagramms, daraus wiederum mit graphentheoretischen Uberlegungen die

Kommutativitit des gesamten Diagramms. [
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W/"T. NE? Q*}
/ ] & NHY
En Bro—— W / Kﬁ‘
H™ j z S H™

n
o N((NE})k-7) L’ N n
RN Ve N Epe)
" i NV PN
NE;™ NEpE >—— a7 kyn* N

W NH" J NH
ﬂ"/_]\l | K
)\n—k n—k Hn—k

g

R e \
W R —
Ll (NEJ)K\J il il |

y on. l "L | T (NH})k~J e"l..
el ] 9 "
m / n—j T Hn

§5 Die differenzierbare Variante

Das universelle abelsche Scheibendiagramm A2P

Ich erinnere zunéchst an einige Bezeichnungen aus §1: Fiir n € N\0 und a € Z"™ war

w, der Homomorphismus
Tm — s,

Ao— I A"
1



85 Die differenzierbare Variante 137

G(a) die Untergruppe { A € T™ | we(A) =1} von T™ und o, die orthogonale Darstel-
lung von G(a) auf C"*. Laut Lemma 1.7 (2) ist o, prim oder G(a) trivial genau dann,
wenn Vv:a, # 0. Wegen o, ~ o_, setze ich ab jetzt a € (N\0)™ voraus. Schliefilich

sei I stets die Indexmenge {1,...,n}.

AQUIVALENZ UND NORMALISATOREN
Setze ny, := #{v € I | a, = k }; natiirlich ist > ny = n.
k

Lemma.

(1) Fiir a,b € (N\.0)" sind die Darstellungen o, und o} genau dann dquivalent, wenn
b aus a durch eine Permutation der Eintrige hervorgeht.

(2) Fiir a # (1,1) ist

Aut(o,) = Norg(cn) G(a) = T x (Zz X HGnk) C O(O)" x &6,
k

wobei Zs durch komplexe Konjugation auf C* operiert und &,,, durch Permutation

derjenigen komplexen Koordinatenachsen C, mit a, = k.

(3) Es ist Aut(o(; 1)) = O(C?).

BEWEIS. Zu (1) und (2): Die Gewichte von o, sind die Einschrinkungen der Gewichte
prp:T™ — S' und pr; :T" — S, XA = X\, 7', der Darstellung T" C O(C™). Genau
dann gibt es i # j mit pr; |ga) = Pr;|a(a) 0der pr; e = prj_1 lG(a), Wwenn a = (1,1)
oder a = (2) ist. Ansonsten sind die isotypischen Komponenten von o, die komplexen

Koordinatenachsen und treten mit Vielfachheit 1 auf.

Fiir (3) siche Proposition I 5.10. O

(1) legt nahe, durch die Forderung 1 < a; < a2 < -+ < a,, eindeutige Repriisentan-

ten fiir die Scheibentypen [0,] zu erhalten.

SCHEIBENDIAGRAMM UND NORMALENBUNDEL

Ich vergleiche den komplexen Raum C7 (siehe 2.6) mit dem &quivarianten Vektorraum
0q. Sei @ # J C I und j = #J. Das J-Stratum von C} ist C} = {z € C" |
zi # 0 < i € J}. Sein Normalenbiindel ist trivial:

NCy =  CypxCr

lzll - 55|, —— (%)

Die Standgruppe von ¢ € C}ist {g € G(a) | g = 1 fiir i € J} =& G(ar<s), wobei
arx = (a;)ick. Die Gruppe G(as.j) operiert auf der Faser von NC% durch o,,_,,
damit ist A(o,) = {[0a,] | K C I}. Die Stratifizierung {C% | J C I} von C" als
Ecke i. w. S. verfeinert die Scheibentypenstratifizierung der G(a)-Mannigfaltigkeit C™:
Das Hauptstratum ist wegen G(1) = {1} die Vereinigung der C% mit J = I oder
J = I~{k} und a = 1, die anderen C’} sind die Zusammenhangskomponenten der

jeweiligen Scheibentypenstrata.

5.1

5.2
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DIE DARSTELLUNGEN 7"
In §1 waren Q™! als die Untergruppe { A € Z," | [[ Ay =1} von Z»" und 7" als die

v=1
orthogonale Darstellung von Q™! auf R™ definiert worden.

Fiir 7™ gelten analoge, z.T. sogar einfachere Aussagen als fiir o(;  1y: Ist n # 2,
sind die isotypischen Komponenten von 7™ die reellen Koordinatenachsen und treten
mit Vielfachheit 1 auf, weshalb Aut(7") := Norgga) Q"' = Z," x &, ist. 7% ist
hingegen irreduzibel und es gilt Aut(r?) = O(2).

Das Scheibendiagramm von 7" ist {[7*] | 0 < k& < n} und die Stratifizierung
{R7%|J C I} vonR"als Eckei. w. S. verfeinert die Scheibentypenstratifizierung der
Q" '-Mannigfaltigkeit R”: Das Hauptstratum ist R? UR"_,,
die R} mit n —2 > j > 0.

Eine genauere Betrachtung der primen Darstellungen S — O(C) und Z, — O(R)

die tieferen Strata sind

der reellen bzw. 2-priméaren Kodimension 0 ist miiflig.

DEFINITION VON A#b

Definiere A" als das von den primen, abelschen Scheibentypen der reellen oder 2-pri-
méren Kodimensionen 0 oder 1 erzeugte, unter Produktbildung abgeschlossene Schei-
bendiagramm. Repréisentanten dieser Scheibentypen wurden in 1.5 angegeben und

soeben ndher untersucht. Der Zweck dieses Scheibendiagramms klart sich in Satz 5.11.

Ein Tubensystem von A2P

Eine Ts-Auswahl ¢ war in 3.6 definiert worden als eine Familie bestehend aus einem
Tubensystem ¢®* (im Sinne von 3.3) fiir jede Modellschar E, € Ms (siche 2.10), so
dafl (TA1)—(TA3) galt. Fiir Tubensysteme von Scheibendiagrammen gilt hingegen die
Definition I 4.12 mit der Abwandlung aus I 9.2.

Lemma. Eine Ts-Auswahl ¢ bestimmt in natiirlicher Weise ein Tubensystem x des

Scheibendiagramms AP,

BEWEIS. Die dquivarianten Vektorrdume S* — O(C), Zs — O(R), o(1,1) und 7% haben
Lange 2 und besitzen daher je genau ein Tubensystem.

Fir a € (NN0)", a # (1,1), bestimmt ¢® durch Weglassen einiger Strata und
Zusammenfassen einiger anderer Strata eine Familie x”* = (x{*)¢>0, von Tuben der
St-Strata des dquivarianten Vektorraums o,, denn laut 5.2 verfeinert die Stratifizie-
rung von C? die St-Stratifizierung von o,. Da ¢© Aut(C?)-dquivariant ist und nach
Lemma 5.1 Aut(o,) C O(C") x &, = Aut(C?) gilt, ist x7* Aut(o,)-dquivariant. Ist 7
ein zu o, isomorpher dquivarianter Vektorraum, so sei x” die Ubertragung von x’e
auf 7 mittels irgendeines Isomorphismus. Wegen der Aut(o,)-Aquivarianz von x%« ist
x” wohldefiniert.

Analog 1Bt sich ausgehend von @& auf jedem zu einem 7", n # 2, isomorphen

aquivarianten Vektorraum 7 ein Tubensystem x” definieren.
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Ist schliefilich 7 ein Produkt von bereits mit Familien von Tuben versehenen dqui-
varianten Vektorrdumen, so definiere x” als das Produkt dieser Familien (siehe I 9.2).
Setze nun wie iiblich x* := (x7)re¢ fiir t € A2® und x := (x")¢caab-

Daf} x ein Tubensystem ist, folgt aus den Eigenschaften (T1)—(T4) und dem Nor-
malenabstieg (TA3) von ¢. O

Der entscheidende Punkt des Beweises ist, dal der aufwendig, aber elementar zu
formulierende Normalenabstieg der Ts-Auswahlen aus Definition 3.6 bereits der Kern
der verwickelten Definition der Tubensysteme aus I 4.9 ist.

Beachte, daB nur die Tubensysteme @+ der komplexen und reellen Modellriume E,,

nicht der anderen Sorten von Modellobjekten Eingang in x finden. Ebenso wurden die

Eigenschaften (T5)—(T7) und (TAl) und (TA2) noch nicht benutzt.

Eine Linearisierung der Sd-Matrix ( A%P )

Bei der Linearisierung bietet sich folgender Zwischenschritt an: Sei a # (1,1). Iden-

tifiziere T"/g(a) mit S? via [A] = we(A), Zz mit {id,( )} und S x Z, mit O(C)

via (A, ¢) = (z — Ac(z)). Der Quotient Aut((fa)/G(a) = (S* % Z3) x [[ Gy, der
k

Automorphismengruppe operiert effektiv auf G(a)\(cn. Auf
X, = {(w,v) € CxRy," ’ lw| = wa(v)}

operiert O(C) x &,,, dabei operiert &,, durch Permutation der Koordinatenachsen von

R.,". Schliefllich ist

a cr — X,
G(a)\ 5

[l —— (wal2), |2])

ein O(C) x [] G, -dquivarianter Homéomorphismus.
k

Eine Glattungsfolge g (siehe Definition 4.3) stellt u. a. einen &,-dquivarianten
Homé&omorphismus zwischen der kubischen Ecke R;," und dem Halbraum { z € R"
SNep = O} zur Verfiigung, nimlich die Einschrinkung von !¢™:E™ — %E™ auf die

stratifizierten Teilmengen von E? und H? = E?. Der Halbraum °E? ist seinerseits
eingebettet in den komplexifizierten Halbraum CJ (siehe 2.7); dessen Automorphis-
mengruppe war O(C) x G™.

Definiere nun f, als das Kompositum von (b) und

X, —— cr,
(w,v) —— 2 h"(v) (0
Da S! auf den niederen Strata von C? trivial operiert, darf (% dort undefiniert sein.

|w]

5.5

5.6
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Einpriagsam formuliert lautet die Abbildungvorschrift

z

falle) = wa(77) -7,

wobel |z| fiir (|z1],...,|2zn]) und ﬁ fiir (l—z—h, ey I_zﬁ—l) steht. f, ist ein Homdomorphis-

mus: Die Umkehrabbildung ergibt sich samt Stetigkeit als die kommutative Erginzung

des Diagramms

ST X Ry," —— Slx{vER”IZviz()} Nz) —— (N, 1g™(z))
G(a)\(cn € cn A-[z] e———--- g ().

Da C7 insbesondere ein euklidischer Vektorraum ist, definiert der Hom6omorphis-
mus f, eine euklidische Struktur V7 auf dem Quotienten G(a)\(cn. Aus Aquivari-
anzgriinden ist dann auf dem Quotienten eines jeden zu o, isomorphen dquivarianten

Vektorraum 7 eine euklidische Struktur V™ wohldefiniert.

Definiere analog fiir n # 2 den Hom&omorphismus

fo: QIR —— R,

] () - g"(l2)

wobei w': Zs™ — Zy durch A — [] A; definiert sei, dadurch die euklidische Struktur yT

auf Qn—l\Rn und die euklidische Struktur V" auf dem Quotienten eines jeden zu 7™
isomorphen dquivarianten Vektorraums 7.

Die 4quivarianten Vektorriume S' — O(C), Z; — O(R), o(; 1) und 72 haben
Lange 2 und besitzen daher laut Proposition I 5.10 je genau eine Quotientenstruktur.

Fiir jeden primen dquivarianten Vektorraum 7 mit in A enthaltenem Scheibendia-
gramm ist damit eine euklidische Struktur V7 auf dessen Quotienten erklart. Definiere
die euklidische Struktur auf dem Quotienten eines Produktes als das Produkt der eu-
klidischen Strukturen der Quotienten. Setze schliefilich V' := (V7), ¢, fiir t € A*® und
Vi= (V)icam.

Lemma. A en
(1) Die Abbildungen C"~J i NC% £2, C" aus Definiton 3.6 (TA3) induzieren
Abbildungen

pe—

Glar )\C T G(a)\NC3 e G(a)\C"

auf Quotientenniveau, wobei ar .y = (a;)icr-J-
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(2) Normalenabstieg fiir die Familie f := (fi)ac(nwo) nenwo: Fir @ # J & I,
j := #J, kommutiert das Diagramm

= <y
7|

G(ar )\C" —T— G(a)\NC} >—— @(a)\C"

An—j.faI\JJ( *(An_j‘faI\J)j/ J/fa

cni — Ncy S, v
{pt} — a)\C7 ——  {pt}
{pt} —— NC7 —— {pt}

nahe dem Quotienten des Nullschnitts, wobei *(A\"~J . f,. ) als Riickzug von
A"=J . f,., mit Hilfe der linken Hélfte des Diagramms erklirt ist.

BEWEIS. Zu (1): 7,,_, war bereits in 5.2 als die Scheibendarstellung von 7, in den
Punkten des J-Stratums erkannt worden. Beachte ferner NC?% = C/ x C"~/ und
6(a)\Ci = 19\Cr = R,

Zu (2): Die fraglichen Abbildungen sind duivariant beziiglich der kanonischen Ho-
momorphismen zwischen den jeweiligen Automorphismengruppen. Es geniigt daher,
[i ] € G(a)\N(CZ; mit z € Rj>0 und y € R;on_j zu betrachten. Fiir diese Elemente

oy lz
kommutiert das Diagramm aber wegen des Normalenabstiegs der Glattungsfolge. O

Proposition. Das Scheibendiagramm A®*® ist linearisierbar; genauer: Sei ¢ eine
Ts-Auswahl, ¥ das gemiB Lemma 5.4 durch ¢ bestimmte Tubensystem von A*, g eine
Glattungsfolge zu ¢ und V die soeben definierte durch g bestimmte Familie. Dann ist
V eine Quotientenstruktur der Sd-Matrix ( A®®  y).

BEWEIS. Die allenthalben benétigten Eigenschaften der Ts-Auswahl ¢ und der Glat-
tungsfolge g benutze ich ohne Verweis.

Wegen Lemma I 9.5 geniigt es, fiir die f, induktiv die Eigenschaften (L1') bis (L5')
aus I 5.6 nachzuweisen — der Nachweis fiir die f,, verlauft analog.

Zu (L1'): DaB f, ein Homéomorphimus ist, wurde bereits in 5.6 gezeigt.
Zu (L2'): [lwa (7)™ (12DI = [Fg™ (DI = |||
Zu (L3'): wa(%) Agn(Jtz]) = wa(ﬁ) - t1g™(|2]) fiir ¢ € Rs,.

Zu (L4'): Fiir a # (1,1) geniigt die in (G4) aus 4.1 bemerkte Aquivarianz, wihrend

5.8
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fa,): Sl\CZ — C? gleich der in Proposition I 5.10 (2) gegebenen Linearisierung ist,

denn

z

Fan () = wan () -9 (12)

||

_ % _ Wi—ﬂ (2lzlz2|“\}_§ (}) +(=lal* + |22*) 55 (_}))

_ (22122 —|z1)? + lzzlz) _ (22 + 2z17)i(22 + 219)
Izl ] |22 + 215

Y

wobei C? = C x R mit Ck + Ri = Im H identifiziert wurde. Beachte dabei, dafl der
fiir 'g2(|z|) eingesetzte Ausdruck die durch (GF4) aus Definition 4.3 gewihrleistete
Verdopplung des Winkels bedeutet.

Zu (L5'): Betrachte o,: G(a) x C* — C™. Die durch V7 auf G(g)\C" ~0 induzierte

differenzierbare Struktur heile D. Andererseits liefert das Einschrinken von o, auf

C™~0 die Mf-Matrix ("“l‘c"\" X
St>aa Xl

bare Struktur D' auf G(a)\(cn\o. Zu zeigen ist D =TD'.
Ich zeige die Gleichheit nahe jedem Stratum G(a)\C}, @ # J C I: Da alle Quotien-

tenstrukturen mittels der Familie f von Linearisierungskarten definiert wurden, folgt

V| ), nach Satz I 7.7 daher eine differenzier-

die Gleichheit von D und D' nahe dem J-Stratum aus dem Normalenabstieg 5.7 (2) von
f tiber das J-Stratum. Dies gilt auch fiir die zum Hauptstratum gehoérenden J-Strata
(siehe 5.2), da in diesen Féllen alle beteiligten differenzierbaren Strukturen kanonisch

sind.

Aus der Existenz 3.9 einer Ts-Auswahl ¢, der Konstruktion des Tubensystems
von A?*?, der Existenz 4.4 einer Gliattungsfolge g zu ¢ und der Konstruktion der Li-

nearisierung V von ( A*® y) folgt die Linearisierbarkeit von A**. O

BEZIEHUNG ZWISCHEN 7" UND o(;, 1)
(A*®  x V) bezeichne die Sd-Matrix aus Proposition 5.8. Setze a := (1,...,1) € N".

Die Darstellung 7™ ist in o, enthalten:
Q"' xR* ——— R"
N N N
G(a) x C* —=— C",
(A, z) —— (Nizi)i
und Aut(7™) 148t sich als Untergruppe von Aut(s,) auffassen. Das Tubensystem x”

ist wegen der Eigenschaft (TAl) aus Definition 3.6 die Einschrinkung des Tubensy-

stems x7¢ auf R™. Die Linearisierungkarte f; ist die Einschrinkung der Linearisie-
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rungskarte f, auf R™:

Qr-\R" —£— Rr

N N
G(a)\C" —F— cr

2] wa() (12D

Die Inklusion R™ — C" induziert daher auf Quotientenniveau die dquivariante, metri-

sche und lineare Einbettung einer Hyperebene: (G(a)\(cn, yT" ) — (G(a)\(cn , Ve )

PRODUKTEIGENSCHAFT VERSUS HALBRAUMEIGENSCHAFT

Tubensysteme von Scheibendiagrammen und Quotientenstrukturen von Scheibendia-
grammen mit Tubensystemen sind in diesem Paragraphen bisher im Sinne von I 9.2,

d.h. mit der Produkteigenschaft, verwendet worden.

Sei nun ¢ eine Ts-Auswahl, g eine Glattungsfolge,
(A% x V) (%)

die zu ¢ und g gemiB Proposition 5.8 konstruierte Sd-Matrix und (M; ' D!),
., (M; * D*)iiber (*) liegende Mf-Matrizen. Dann ist auch

(My x -+ x My, ' x - x9F D! x...x DF)

eine iiber (%) liegende Mf-Matrix. Nenne diese Eigenschaft die Produkteigenschaft
von ().

Hat fiir mehrere i der Orbitraum @,;\Mi nichtleeren Rand, so so ist der Rand von
Gy XX Gk\M1 X «++ X M nicht glatt. Verantwortlich fiir die Réinder sind allein die
durch 7™ x C* — C™ und durch Z," x R™ — R™ reprasentierten Scheibentypen. Kom-

poniert man deren Linearisierungskarten T”\Cn RN Ro" bzw. ZZ"\Rn EER R.o"
1 n
mit den ,Glittungen® Ry ," 9, {w e R" | ;=20 }, so erhilt man eine Quotien-
7

tenstruktur W der Sd-Matrix ( A*® ) nach einer zwischen I 5.4 und I 9.3 liegenden
Definition.

Ist (M + D) eine iiber (A*® x W) liegende Mf-Matrix, so ist der Rand des
Orbitraums G\M , versehen mit der differenzierbaren Struktur D moglicherweise leer,
in jedem Falle aber glatt. Dies heifie die Halbraumeigenschaft von ( A*®> x W).

Man kann und muf sich also beim Linearisieren von A zwischen Produktei-
genschaft und Halbraumeigenschaft entscheiden. Nachtréglich ist es iibrigens immer

moglich, einen Rand mit kubischen Ecken einer Mannigfaltigkeit zu glatten, siehe
[Douady / Hérault].

5.10
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DAs HAUPTRESULTAT

Ein dquivarianter Vektorraum K < O(V) heile abelsch, wenn K abelsch ist. Ein
Scheibentyp heifle abelsch, wenn er die Isomorphieklasse eines abelschen dquivarianten
Vektorraums ist. Ein Scheibendiagramm heifle abelsch, wenn jeder in ihm enthaltene
Scheibentyp abelsch ist. Das Scheibendiagramm einer &quivarianten Mannigfaltigkeit
H « G — Diffeo(M) ist genau dann abelsch, wenn in jedem Punkt z € M die Stand-
gruppe H,, geteilt durch den Kern der Scheibendarstellung in z, eine abelsche Gruppe
ist. Ist die Teilungsgruppe H abelsch, so erst recht das Scheibendiagramm.

Satz. Fiir eine dquivariante Mannigfaltigkeit H <« G — Diffeo(M) mit abelschem

Scheibendiagramm sind &dquivalent:

(1) H\M ist eine evtl. berandete, topologische Mannigfaltigkeit.
(2) Jeder Primfaktor der groben Scheibendarstellungen hat die Kodimension 0 oder 1.
(3) Jeder Primfaktor der groben Scheibendarstellungen ist dquivalent zu
Zy — O(R),
S — 0O(C),
Q™! — O(R™) mit n > 2 oder
G(a) = O(C*") mitn >21,1< a; <+ < ap, a # (1), a #(2)
(4) A(M) ist eine Teilmenge von AP,
(5) A(M) ist linearisierbar, und zwar wahlweise mit Produkteigenschaft oder mit Halb-
raumeigenschaft (siehe 5.10).
(6) H\M besitzst eine Struktur einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit mit — mdgli-

cherweise leerem —glatten Rand.

Hat M diese Eigenschaften, so sind dquivalent:

(1') Der Rand von H\M ist leer.
(2') Jeder Primfaktor hat Kodimension 1.
(3') Jeder Primfaktor ist dquivalent zu
Q" ! — O(R™) mit n > 2 oder
G(a) = O(C*") mitn >21,1< a3 < -+ < ap, a# (1), a#(2).

BEWEIS. (1) < (2): Sei ¢ € M. Die Scheibendarstellung H, — GL (T;(Hz)) und
die grobe Scheibendarstellung H, — GL(T,X), X das z enthaltende Scheibentypen-
stratum, unterscheiden sich nur um triviale Summanden, ihre Primfaktoren sind also
gleich. Nach Lemma I 7.17 und Bemerkung 1.4 (i) gelten dann aber die Aquivalenzen
(1) & Jedes [0] € Aganich hat QM & (2).

(2) & (3) nach 1.6 und 1.7.

(3) = (4) nach Definition von A2P.

(4) = (5): A®P besitzt nach Proposition 5.8 eine Linearisierung mit Produkteigen-
schaft, die sich gemaf} 5.10 in eine Linearisierung mit Halbraumeigenschaft verwandeln

1aBt.
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(5) = (6) nach Definition der Halbraumeigenschaft in 5.10.
(6) = (1) ist trivial.
(') & (2') folgt aus Satz 1.9, (2') < (3') aus Lemma 1.7. O

BEMERKUNG. Die in (3) genannten Darstellungen bilden ein vollstindiges Reprisen-

tantensystem der primen abelschen Scheibentypen der Kodimensionen 0 und 1.
Als Folgerung ergibt sich aus obigem Satz:

Korollar. Der Quotient einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit nach der Operation
einer kompakten, abelschen Liegruppe ist eine differenzierbare Mannigfaltigkeit genau

dann, wenn er eine topologische Mannigfaltigkeit ist.

5.12



KAPITEL II1

DIE DIFFEOMORPHIE VON CP? /(") ZU §*

KONVENTION. Fiir einen K-Vektorraum V notiere ich die Operation von K* von links,
die von GL(V') von rechts, die Vektoren nach einer Basiswahl deshalb als Zeilenvek-

toren. Dies ist bei der Wahl der die Quaternionen involvierenden Isomorphismen 3.7
vorteilhaft; der Grund ist letztlich die Beziehung i - j = k.

§1 Die komplex projektive Ebene

Die geometrischen Besonderheiten einer komplex projektiven Ebene, die als Projekti-
fizierung der Komplexifizierung eines orientierten, euklidischen Vektorraums entsteht,

werden eingehend untersucht, u. a. durch Angabe eines anschaulichen Modells.

Das Ellipsenmodell

Sei V ein dreidimensionaler, orientierter euklidischer Vektorraum. Eine Ellipse E in V
ist das affine Bild eines Kreises, soll heiflen 34 € L(R%,V),m € V: E = §* - A + m. Sie
soll Ursprungsellipse heiflen, falls m = 0; andere werden nicht vorkommen, ebensowenig

E = {0}. Bezeichnet (e1,es) die Standardbasis des RZ, so ist
E = {cospe1 A +sinpes A | p eR}.

Bei geeigneter Wahl von A ist s := e;A L esA =:t und a := ||s|| > ||t|]| =: b. Falls
a > b, so sind die Richtungen R s und Rt eindeutig bestimmt, falls a = b, so ist s L ¢
automatisch erfiillt. s und —s heiflen die Hauptscheitel, ¢ und —¢ die Nebenscheitel,
a heifit die Linge der grofien Halbachsen, b die Lange der kleinen. f := cs, wobei
¢:=+/a? — b2, und —f heiBen die Brennpunkte, ihre relative Lange ¢ := £ € [0,1] die
Exzentrizitiat von E. Es ist € = (0 genau dann, wenn E ein Kreis ist, und ¢ = 1 genau

dann, wenn E eine Strecke ist.

146



81 Die komplex projektive Ebene 147

t

—1

Zeichnung 12: Ellipse

Ursprungsellipsen E und E' heiflen &hnlich, wenn sie durch Homothetien von V in-
einander iibergehen. Bei den verschiedenen Normierungen, d.h. Reprisentantenwahlen
aus Ahnlichkeitsklassen, wird lediglich auf die Anwendbarkeit der Normierungsbedin-
gung auch bei € = 0 und € = 1 zu achten sein.

Die Normalenvektoren e; A x e2 4 und ez A x e; A liegen durch FE bereits fest: Thre
Lange ist ab, ihre Richtung senkrecht zum linearen Erzeugnis RE. Ein Paar (E,n) aus
einer Ellipse und einem ihrer Normalenvektoren soll orientierte Ellipse heiflen. Statt
(E,n) schreibe ich meist wieder E. Ist ¢ < 1, so hat E genau zwei Orientierungen, im
Falle ¢ =1 wegen n = 0 nur eine. Fiir € < 1 ist eine Orientierung von E gleichwertig
zu einer Orientierung der Ebene RE wie auch zu einem Durchlaufsinn von E.

Definiere nun das Ellipsenmodell € als die Menge der durch a’? +b*> = 1 normierten,

orientierten Ursprungsellipsen in V. O(V) operiert auf & durch

((E,n), A) — (EA,nA).
Sei z aus der Einheitssphére von Vo := C®r V. Das Bild der U(1)-Bahn von z unter
Ve—=V,z+iy—z+y,ist BE(z):={cospRez+sinplmz|peR}.

Proposition. Ist V ein dreidimensionaler, orientierter euklidischer Vektorraum, so
ist P(Vg) — €, z — (E(z), Rez x Imz), eine dquivariante Bijektion zwischen der
Projektifizierung der Komplexifizierung von V und der Menge der durch a* + b* = 1

normierten, orientierten Ursprungsellipsen in V.

Bezeichne auch die z € P(V¢) zugeordnete orientierte Ellipse (E(z), Rez x Imz)
mit E(z).
Riemannsche Metrik

Sei W ein dreidimensionaler, unitirer Vektorraum. Schreibe z L w fir (z,w) = 0

und z Llg w fiir Re(z,w) = 0, wobei z,w € W. Auf P(W) wihle ich die Fubini-

1.1
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Study-Metrik: d(Cz,Cw) = arccos %, wobei z,w € W~0. Sie ist bis auf Nor-

mierung durch ihre SU(W)-Aquivarianz charakterisiert, da SU(W) auf P(W) transitiv
operiert und die Isotropiedarstellungen, da zur Standarddarstellung von U(2) dquiva-
lent, irreduzibel sind. Kern dieser Operation ist das Zentrum Zjz von SU(W); setze
PUW) := U(1)\U(W) =~ 7. \SU(W). Sei ferner V die Menge der reellen Unterraume
V von W, so dafi W = V¢ gilt, und zwar metrisch.

Lemma. 1 — PU(W) — Isom(P(W)) — Z» — 1 ist eine hinten spaltende, exakte

Sequenz. Die Zuordnungen

Menge der Spalte «—— Isom(P(W))~ Isomg(P(W)) «—— %
s —_ s(—1)
g o {2 W g() = 2)
kpl. Konj. bzgl. V — \%4

sind bijektiv. Nach Wahl eines V € V ist daher Isom(P(W)) = PUW) x ().

BEWEIS. I := Isom(P(W)) ist eine kompakte Liegruppe (siche z.B. [Besse], S. 40),
gleichzeitig eine maximale endliche Erweiterung von I.

Iy = PU(W): Esist (PU(W), P(U(1) x U(2))) ist ein riemannsch symmetrisches
Paar, PU(W) ist halbeinfach und operiert auf P(W) effektiv, die riemannsche Metrik
auf P(W) ist PU(W)-invariant. Nach [Helgason|, Ch. V Theorem 4.1, S.243, ist dann
I, =PUW).

I/Io = Zs: Seien H < G Liegruppen. Aut(G,H) := {¢ € Aut(G) | ¢(H) = H}
heifle die Gruppe der Automorphismen von G relativ H, der Normalteiler Inn(G, H) :=
{h-.-h™! € Aut(G,H) | h € H} heifle die Gruppe der inneren relativen Automor-
phismen, und der Quotient Out(G, H) := Aut(G,H) / Inn(G, H) heifle mibriauchlich
die Gruppe der aufleren relativen Automorphismen.

P(W) ist zusammenhéngend, kompakt und riemannsch homogen und
Out(PU(W), P(U(1) x U(2))) = Z,

ist endlich. Nach [Klaus], S. 49, existiert deshalb in Diffeo (P(W)) genau eine maximale
endliche Erweiterung I von Iy und 1 / I, = Out(lp, Standgruppe eines Punktes). O

Wihle auf S° C W die Standardmetrik. Dann operiert U(1) isometrisch von links

und U(1) — S®° —" P(W) ist eine riemannsche Submersion. Fiir z € §° ergibt sich
T,5° = 2™ > »t = H,8° = T, P(W),

wobei H das Horizontalbiindel dieser Submersion bezeichnet. Die Geodéitischen von
P(W) sind genau die Bilder der horizontalen Geodétischen von S° (siehe z. B. [Eschen-
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burg], S. 6-7), sie alle sind einfach geschlossen und von der Linge w. Die Isometrie-
gruppe von P(W) operiert sogar auf dem Einheitstangentialbiindel von P(W) transitiv,

mithin auch auf den Geodéitischen.

Die O(V)-Operation

Sei nun wieder V ein dreidimensionaler, orientierter euklidischer Vektorraum. Im Hin-
blick auf §2 betrachte ich jetzt P(V¢) als O(V')-Mannigfaltigkeit, denn die Quotien-
tenabbildung P(V¢) — P(Vc) / () ist Norggom(p(vi))( )-dquivariant und der Normali-
sator von () ist SO(V) x () = O(V).

Bei der Identifikation von P(V¢) mit & geht die O(V)-Operation auf P(V¢) in
die obige, hochst anschauliche Operation auf & iiber. Insbesondere erfolgt die kom-
plexe Konjugation () durch —idy, d.h. durch Orientierungswechsel der Ellipsen. Die
Menge der (unorientierten) normierten Ursprungsellipsen in V ist deshalb ein Modell
fiir P(Ve) / (_), welches in Korollar 2.5 Anwendung findet.

Zwei Ellipsen liegen offenbar genau dann im selben O(V')-Orbit, wenn ihre Exzen-
trizitat gleich ist. Als O(V')-Invariante kann statt € auch ||n|| oder der Abstand von
P(V) dienen.

Die Menge {& =0} = P(V) der reellen Punkte ist die Fixpunktmenge von ( ). Sie
entspricht den zu Strecken entarteten Ellipsen, auch aufzufassen als die Ursprungsge-
raden in V. Wir erhalten die iibliche Interpretation des P(V):

projektiver Punkt = Ursprungsgerade,
reell projektive Gerade = Ursprungsebene,

reelle Polaritit = Ubergang zum orthogonalen Komplement.

Die Menge { & =1} =: Z der orientierten Kreise will ich imaginére Punkte des P(V)
nennen. Die Zuordnung der leicht gestreckten Normale Z — § % (V), (E,n) — +/2n,

erweist sich als Isometrie von Z zur Sphire vom Radius % in V. Dabei geht () in
die Antipodenabbildung iiber.

Die Standgruppe einer Ellipse (E,n) mit von 0 und 1 verschiedener Exzentrizitit
ist {idy, Spiegelung an Rn, Spiegelung an RE, —idy} = Z,?, ihr Orbit daher vom

unkan.
Typ O(V)/z,% = 80(V)/7,.

Das Schiebendiagramm der O(V')-Operation hat also die Linge 2, die durch die
riemannsche Metrik gegebenen Normaltuben von P(V') und 7 bilden zusammen mit
der trivialen Tube des Hauptstratums ein Tubensystem. Die groben Scheibendarstel-
lungen sind transitiv, mithin nach Proposition I 5.10 (1) eindeutig linearisierbar. Dies
bestimmt gem#B Satz I 7.7 eine differenzierbare Struktur auf P(Vc) / o(V)-

Da O(V) isometrisch operiert, erhalten wir, indem wir den Abstand zweier Orbits,

aufgefaBt als Punkte von P(Vc) / O(V), als ihren Abstand, aufgefafit als Teilmengen

1.5
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von P(V¢), definieren, eine (riemannsche) Metrik auf dem Orbitraum.

¥(t) = C- (costhy + isintbs), (b1,bs) ein Orthonormalsystem in V, sind genau jene
Geodétische von P(V¢), die eine—und sogar jede — Faser der Quotientenabbildung
w:P(Vg) — P(V¢) / o(V) senkrecht schneiden. Wir koénnen sie deshalb, obwohl w
nicht {iberall differenzierbar ist, als die horizontalen Geoditischen ansehen. Betrachte

das Diagramm

, . P(Vo)
/
|
T PVR) Jov).

w 07 ist ein metrischer Diffeomorphismus und 7 o (w 0 y)~?! ein globaler Schnitt. Wir

wsehen® jetzt die maximalen &quivarianten Tubenumgebungen von P(V) und Z:

NP(V) .. —=5 P(Vo)NI 5 NI.z 222, P(Ve)~P(V)
// // &
\ x’ A bzw. x” A E
P(V) //// A ////
S x” N x”
Hauptachse von F or. Kreis in RE

wobei in dem riemannschen Vektorbiindel NP(V) — P(V) NP(V)_. die Menge der
4

Vektoren, deren Norm kleiner als T

7 ist, und nexp die Normalenexponentialabbildung

bezeichnet.

Wie in 1.2 bezeichne ,, L “ (komplexe) Orthogonalitéit in Vi und ,, Lg* reelle Ortho-
gonalitdt in Vg; ,, L in V* bezeichne (reelle) Orthogonalitdt in V.

Komplex projektive Geraden L C P(V¢), die iiber R definiert sind, méchte ich
spaltend nennen. Dies sind genau die Geraden L = 2zt mit = € P(V). E(z1) sind die
in der Ebene E(z)+*V liegenden Ellipsen. In jedem spaltenden L spiegelt sich der

eindimensionale Fall wider:

LnPV) « RP? & RUOoo
N N N
L = CP? ~ CUo
U U U

LNnT ~  im. Punkte = {7, —i}

Die horizontalen Geoditischen durch einen festen reellen oder imagindren Punkt
von P(V¢) setzen sich zu Untermannigfaltigkeiten zusammen: Fiir die zu jedem u € 7

eindeutig existierende spaltende Gerade L mit u und @ als imagindren Punkten gilt
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L = exp(N,I) = exp (NuZ<z) U (LNP(V)) Uexp (Nglcz).

Betrachte analog dazu fiir ¢ € P(V) K, := exp(N,P(V)), das ,Komplement zu P(V)
im Punkte z“. Sei (b1,b2,b3) eine Orthonormalbasis von V mit Cb; = z. 7 bezeichne

die riemannsche Submersion aus 1.4 und H deren Horizontalbiindel. Dann ist

C = (m|g) N P(V) —%XP S°,
pe'® +——— 4p(cos aby + sinabs) +——— cospb; + isin o(cos aby + sin aby)

woran K, = exp (N,P(V)<z) UztinV = (Menge der Ellipsen, die RE(z) als eine
ihrer Achsen besitzen) = P(Rb; @ i(b™")) abzulesen ist. P(Rb; @ i(b™")) ist
isomorph zu P(V'), was geometrisch durch £ — R-(s+1) realisiert wird, wobei s und ¢

aufeinanderfolgend durchlaufene Haupt- und Nebenscheitel von E sind.

{ spaltende kpl. proj. Geraden } zt =1L

7 AN /

P(V) LinV P(V)* t — BV =L nPV)

< NS

{ Komplemente zu P(V)}

Vergleiche auch die Zeichnung 2.4 fiir die Lage der verschiedenen Untermannigfaltig-
keiten zueinander.

Metrisch gesehen sind Z und z* runde 2-Sphéren vom Radius \/LE bzw. %, P(V) und
K, reell projektive Ebenen mit Fubini-Study-Metrik. P(V), z+ und K, liegen total-

geoditisch in P(V¢), Z hingegen nicht.

§2 Die Diffeomorphie von @PZ/(_) zu S*

Aquivariante Einbettungen graSmannscher Mannigfaltigkeiten

Ich beschrianke mich auf C als Skalarenkorper. Der reelle Fall 14t sich darin durch
Ubergang zu Teilmengen entdecken, die Suche nach Anlogien iiber H und © bleibt dem
Leser iiberlassen.

Sei X ein n-dimensionaler, unitdrer Vektorraum und Gg(X) die Grafmannman-
nigfaltigkeit der k-dimensionalen Unterrdume. U(X) operiert auf Gi(X) transitiv
mit zu U(k) x U(n — k) konjugierten Standgruppen; alle Abbildungen werden in
geeignetem Sinne dquivariant sein. Das Skalarprodukt zeichnet den Isomorphismus

Gr(X) = Gr-p(X), u — ut, aus.
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Der reelle Vektorraum SA(X) der selbstadjungierten Endomorphismen sei mit der
linearen U(X)-Operation (4,C) — C~1AC von rechts und dem invarianten Skalar-
produkt (4, B) := tr(AB) versehen.

S € SA(X) heifit eine Spiegelung, wenn S? = id ist. Genau dann existieren Un-

terrdume Uy und U_ mit X = Uy GLB U_, so daf S|y, = id und S|y_ = —id gilt.
Die Unterrdume Uy sind die +1-Eigenrdume von S. S heifit auch Spiegelung an Uy.
—S5 ist die Spiegelung an U_. Die Spur von § ist die Differenz dim U, — dim U_. Die
Menge der Spiegelungen ist gerade U(X) N SA(X).

P € SA(X) heiit eine (orthogonale) Projektion, wenn P? = P ist. Genau dann
existieren Unterrdume U; und Uy mit X = U, é Uy, so daBl Ply, = id und P|y, = 0
gilt. Die Unterrdume U; = im P und U, = ker P sind die 1- bzw. 0-Eigenrdume von P.
P heifit auch Projektion auf U;. id —P ist die Projektion auf Uy. Esist tr(P) = dim U;.

Spiegelungen, Projektionen und Unterrdume von X lassen sich etwa durch

Uy «——— § = 2P-id
U, «—— P = %(id—l—S)

einander bijektiv zuordnen, woraus sich vier dquivariante Einbettungen von G(X)

in SA(X) ergeben:

—Q) { Spiegelungen }

{ Spiegelungen }

{ Projektionen } d - { Projektionen }
S -5
U AE— U
P id—P

Eine Inklusion X C Y unitérer Vektorrdume fithrt einerseits zu Inklusionen der Graf-
mannschen G(X) C Gi(Y), andererseits zu drei Einbettungen von SA(X) in SA(Y),
indem man A4 € SA(X) durch idx+, 0x. oder —idx. fortsetzt. Mit ihrer Hilfe 1af}t

sich obiges Diagramm als funktoriell auffassen.
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Die Veroneseabbildung

Betrachte nun speziell X = C*, G;(X) = CP? und die Einbettung

v: CP?2 ——  SA(C?).

U +——— Proj.aufU

Repriisentanten projektiver Punkte seien stets aus S° gewihlt. Die Abbildungsvor-
schrift lautet dann

Z1z1 Z122 Z123

’U((CZ) = *z.z = (521 Z222 Ezs,).

Z3z1 Z3z2 Z323
Die Quotientenabbildung von §° auf CP?, gefolgt von der Veroneseabbildung, qua-
driert das Skalarprodukt: (v(z),v(y)) = *(*zz)*yy = *z(z,y)y = (z,y)?, insbesondere
ist ||v(z)|| = ||||* = 1. Wihle % id, dessen Norm % betriagt, als Nullpunkt des affinen
Raumes {tr =1} C SA(C?). Damit ist

V := v(CP?) = {P € SA(C®) | P ist eine Projektion mit Spur 1}

eine vierdimensionale Untermannigfaltigkeit der siebendimensionalen Sphéire vom Ra-

dius \/gin {tr=1}.

Wie spiegeln sich nun die in 1.5 genannten geometrischen Sachverhalte des CP?
in V bzw. in SA(C?) wider?

Die komplexe Konjugation auf CP? geht in die komplexe Konjugation der Matrizen
iber.

Fiir die Polaritat gilt v(z 1) = v(z)L ™ SA) N V; anders formuliert: Fiir Projek-
tionen P und @) auf eindimensionale Unterriume ist ihre Orthogonalitit in SA(C?)
dquivalent zur Orthogonalitit von im P zu im () in C3.

Das Bild der reellen Punkte ist v(RP?) = SA(R*)N V.

Das Bild einer nicht notwendigerweise spaltenden komplex projektiven Geraden L ist

v(Lt)Lin SAC) AV, die 2-Sphire vom Radius % mit Mittelpunkt 3 (idy —fv(LJ‘)) im
den Mittelpunkt enthaltenden affinen Raum SA(L) N {tr = 1}. Interessanterweise ist
idy —v(L1) gerade die Projektion auf L, d.h. das Bild von L unter G5(C?) — SA(C?).
Zu einem expliziten Beweis darf ich wegen der U(3)-Aquivarianz L = ei annehmen,

dann ist

0 0 0 1/ ° 1 , \ 0
'v(O: 21122)2 0 |z1|2 Ziz = = 1 +— (‘zll - |Z2| ) -1_2
O”z‘é‘zl |Z2|22 2 1 \/i \/— —%
0 0
+2Re(2?z2)< 715> +2Im(Ez2)< . 7'5)}
5 -
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Dabei tritt — wegen ihrer Einzigartigkeit bei geforderter Aquivarianz notwendiger-

211212012
weise —die in 3.8 behandelte Hopfabbildung (z1, z2) — (Iz %{le(%zi[) ) auf.

2Im(z122)

Betrachte zu einem konzeptionelleren Beweis das eindimensionale Analogon

P(L) ——  SA(L).

U +——— Proj.aufU

Das Bild dieser Einbettung ist nicht nur enthalten in, sondern gleich der 2-Sphire
SA(L)n{tr=1}n{].||=1}. Mit Hilfe der Einbettung

SA(L) —— SA(C?)
A +— A0,
folgt die Behauptung.
Analog ist das Bild einer reell projektiven Geraden [ v(l““Rg)"‘in SAR®) V, die
1-Sphére vom Radius \/Li mit Mittelpunkt %( idy —o(I+in R? )) in der den Mittelpunkt
enthaltenden Ebene SA(l) N {tr = 1}. Die obige Rechnung spezialisiert sich fiir

s 3
[ = el_LlnR

1(° 1 ’ 0
v(0: 21 22) =3 ! +=q (@’ -2 & + 22122 7| -
PNV - %

Systematisch gehe ich auf die Einbettung der Grafimannschen durch homogene Po-

zu

lynome nicht ein. Bemerkt sei allerdings, daff das naive Skalarprodukt auf dem Raum
R[Xo,X1,X>2]2 der homogenen Polynome vom Grad 2 und der naive Isomorphismus
R[Xo, X1, X2])2 = SA(R®) nicht zusammenpassen, weshalb die Bilder der reell projek-

tiven Geraden von manchen Autoren nur als Ellipsen bezeichnet werden.

Die Einbettung von CPz/(_)
Die Realteilbildung
SA(C?®) —— SA(R?)
A ———— ReAd = %(A + fi)

ist die Mittelung iiber die ( )-Operation und daher statt U(3)- nur noch O(3)-iquiva-

riant. Zum Verstandnis von
w: CPZ/(—) ——  SA(R?)

(%)
{z,zZ} +——— Re(v(z)) = v(Re(2))+v(Im(z))

interpretiert Arnold in [Arnold II] SA(R?) mittels symmetrischer Bilinearformen und

CP? mit Hilfe von Dreiecken: Fasse SA(R®) als Menge der symmetrischen Bilinear-

formen auf R® auf. Zu A € SA(R®) gibt es B € GL(3;R) mit 'BAB = ( e ),
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wobei ¢; € {1,0,—1}. Das Tripel (n4,no,n_) der Anzahlen der positiven bzw. ver-
schwindenden bzw. negativen ¢; heifit die Signatur von A. Da jede degenerierte Form
héchstens Rang 2 hat, liegt sie auf einer Geraden durch zwei Rang-1-Formen, d. h. die
Menge der degenerierten Formen ist die Vereinigung der Sekanten an der Menge der
Rang-1-Formen.
Die Grammatrix ((v;,v;));; dreier Vektoren v, v;,vs eines euklidischen Vektorrau-
mes ist positiv semidefinit; ihr Rang ist gleich der Dimension des Erzeugnisses von
{vo,v1,v2}. Umgekehrt ist jede positiv semidefinite Form die Grammatrix geeigneter
Vektoren.

Die positiv semidefiniten Formen sind die konvexe Hiille der Formen der Signatur
(1,2,0), die degenerierten positiv semidefiniten der Rand dieser Hiille. Zeichnung 13
zeigt das Verhalten der Signatur entlang einer Geraden durch zwei positiv semidefinite

Rang-1-Formen, d.h. durch die Grammatrizen zweier Tripel kollinearer Vektoren.

(1,1,1)  (1,2,0) (2,1,0) (1,2,0)  (1,1,1)

Py
A 4

indefinit positiv semidefinit indefinit

Zeichnung 13: Signaturen entlang einer Geraden

Da die Multiplikation mit positiven Skalaren die Signatur erhélt, béte sich, die
Nullform vernachlissigend, der Ubergang zur Einheitssphire von SA(R®) an. Da sich
das Interesse auf die positiv semidefiniten, von 0 verschiedenen Formen beschrinkt,

folglich tr > 0 ist, erfolgt stattdessen der Ubergang zur Hyperebene {tr =1}.

Lemma. Die Menge W der positiv semidefiniten degenerierten Formen der Spur 1 ist

homdéomorph zu S*.

BEWEIS nach [Arnold II]. Sei X die Menge der positiv semidefiniten Spur-1-Formen.

Da das Bild von X in P(SA(R?)) abgeschlossen ist und {tr = 0} nicht schneidet, ist

int(X), die— bekanntlich konvexe — Menge der positiv definiten Spur-1-Formen, be-

schrankt. Wéhle ein # € X und eine Sphére ¥ um z von beliebigem Radius. Jeder von

z ausgehende Strahl trifft W = 0X und ¥ je genau einmal, wodurch ein Homéomor-

phismus zwischen beiden gestiftet wird. Aus dim SA(R®) = 6 folgt dim{tr =1} =5
und weiter dim(X¥) =4. O

Konkret verwenden werde ich die Zentralprojektion

. A1

r:W——>E4,A»—>%+\/gM (W)

3

auf die Sphire ¥* um % vom Radius \/g in {tr=1}.

2.2
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DIE DREIECKSMODELLE NACH [ARNOLD II]
Ein Punkt z € C® ist ein Dreieck mit Eckpunkten zy,z; und z, in der Ebene C.
12

lz]|> = 1 bedeutet Trigheitsmoment Y |z,|*m, = 1, wenn sich in den Eckpunkten

Einheitsmassen befinden. U(1) operieréj durch Drehungen, () durch die Spiegelung
an R, zusammen erhilt man die iibliche O(2)-Operation auf C. CP? wird demnach
durch Dreiecke in C mit Trigheitsmoment 1 modulo Drehungen, CP? / (") durch eben-
solche modulo Drehungen und Spiegelungen dargestellt. RP? entsprechen in beiden
Fallen die kollinearen Dreiecke. Die O(3)-Operation ist in diesen Modellen leider un-

anschaulich.

Lemma. Das Bild von w ist W und (CP2/(_) —“> W ein Homéomorphismus.

BEWEIS. w(z) = (Re(2,%)) .y ist die Grammatrix von 2o, z1, 22, denn Re(ab) ist das

Standardskalarprodukt von C als reellem Vektorraum. Aus

1 fiir Rz € RP?

rkw(z) = dimspang{z,z1,22} =
2 sonst

folgt mit Hilfe des Dreiecksmodells w(CP?) = W. Aus der Grammatrix lassen sich die
Léngen der Vektoren und die Winkel zwischen ihnen rekonstruieren. Zwei Dreiecke,
i.e. Tripel von Vektoren, mit gleichen Lingen und Winkeln lassen sich aber bereits
durch O(2) ineinander {iberfithren. w ist daher bijektiv. Schliefllich ist w stetig und,
da CP? / () kompakt ist, sogar ein Homéomorphismus. [

Nun sind wieder die geometrischen Sachverhalte zu iibertragen: Wegen w = v auf
RP? bleiben die Bilder der reellen Punkte und der reell projektiven Geraden un-
verindert. Fiir z,y € S und «,8 € R mit o® + 82 = 1 gilt die in Zeichnung 14
dargestellte Beziehung w(az + i8y) = a®v(z) + B2v(y).

Zeichnung 14: Bild unter w einer spaltenden komplex projektiven Geraden
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Zusammen mit 2.1 folgt daraus fiir u € §%: Das Bild der reell projektiven Geraden
wtin R ynter w ist gleich dem Bild unter v: eine Kreislinie. Das Bild unter w der
spaltenden komplex projektiven Geraden u= ist die entsprechende Kreisscheibe, das
Bild der beiden imaginiren Punkte von u' ist der Kreismittelpunkt. Die von der
Kreislinie aufgespannte Ebene besteht ganzlich aus degenerierten Formen. Mit jeder
spaltenden komplex projektiven Geraden vollzieht sich das komplex eindimensionale

Analogon zu w:

cr —— P
Q &

Sz pr DZ

(a17a'27a'3) — (0'170'2)

Das Bild w(K,) eines Komplements K, ist der Kreiskegel mit Spitze v(z) und

Basis v(:L'J'mRS):
cos? p 0 0
w((C-( cosp isinpcosa isinpsina )) = 0 % sin® (1 + cos 2a) % sin? p sin 2a
0 %sin2 0 sin 2« %sin2 o(1 — cos 2ax)
1 0 0 0
:coszg( 0 )+sin29[( 1 )+cos2a( 3 )+sin2a( %)], (O)
) ) = :
Spitze Mittelpunkt

Kreislinie vom Radius %

topologisch also eine 2-Scheibe.

: 3
xJ_mR (CP2

Zeichnung 15: Lage der Untermannigfaltigkeiten
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Die Lage der Untermannigfaltigkeiten RP2, Z, 1 und K, zueinander symbolisiert
Zeichnung 15. Tatsdchlich zu sehen ist die von den Bildern unter w einer beliebigen
Orthonormalbasis (b1, b2, b3) des R? affin erzeugte Ebene A anstatt { tr = 1} und darin
w(by) = , ferner w(wlinRs) NA = {w(by), w(bs)} statt L2k’ w(K;) N A statt K,
w(zt) N A statt 21, die Kreislinien um % in A der Radien \/g und \/g statt RP?
bzw. Z, sowie der durch sie begrenzte Kreisring statt CP2. Der Abstand zwischen %1—

und w(z) héngt nur vom O(3)-Orbit von z, d.h. von der Exzentrizitit von z ab. Er
liegt zwischen \/g fiir reelle und \/% fiir imagindre Punkte, weshalb die Kreislinien

dieser Radien RP? und Z und der Kreisring CP? sinnvoll vertreten.
Etwas realistischer wére eine dreidimensionale Version von Zeichnung 15 — vgl.

Zeichnung 16 — , da sie w(z1) und K,, mithin auch deren reelle und imaginire Punkte
w(zt) N RP%, w(zt)NZ, K, NRP? und K, N7 vollstindig enthielte.

DAS ELLIPSENMODELL Fiir CP? /(‘)

Erinnert sei an das Ellipsenmodell ¢ fiir CP? aus Proposition 1.1 und die Diskussion
der ( )-Operation in 1.6. Mit den Lemmata 2.2 und 2.3 folgt daraus das

Korollar. Die Menge der (unorientierten) Ursprungsellipsen im R3® mit a? 4+ b*> = 1,
wobei a die Linge der groflen und b die Linge der kleinen Halbachsen bezeichnet, ist,

versehen mit der natiirlichen Topologie, homéomorph zur vierdimensionalen Sphire.

Differenzierbare Strukturen auf (CPZ/( )

Ich wende Satz I 7.7 auf die {id,( )}-Mannigfaltigkeit CP? an und vergleiche die
erhaltene differenzierbare Struktur auf dem Quotienten mit der durch den Homdomor-
phismus r o w induzierten.

Die auftretenden Scheibentypen sind der triviale und der nach Proposition I 5.10 (2)
eindeutig linearisierbare Zy — O(2), +1 +— +id. Zu ihnen gehéren das Hauptstratum
CP?~RP? bzw. die Fixpunktmenge RP?. Versich RP? mit der Normaltube aus II 3.1
Zu diesen Daten gibt Satz I 7.7 eine differenzierbare Struktur D auf CP? / () an, deren
Isotopieklasse nach Lemma 8.10 (5) nicht von der Wahl der Tube abhéngt. Setze den

Keim in 0 von
f: Ryp —— R>o
s -2 3\ 2 | 7.4, 233_6
z l—>(sm :c—z) = z°+ gx" + {50 .-
zu einem Homdomorphismus von Ry, der auf Ry ein Diffeomorphismus ist, fort.

V¢, By und Dy bezeichne die mittels f gemdfi I 7.15 modifizierten Strukturen, im

wesentlichen gilt also

((C/:}:ld’ Vf) o ((C’ VSta.ndard).

igeza _— f(Q)eiZa
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p

Dy und D sind zwar nicht gleich, aber offenbar isotop im Sinne von Lemma 8.10 (5').

Mit den Abbildungen w aus (&) und r aus (#) gilt nun der

Satz. Der Quotient CP?) / (") besitzt mit [Dy] eine ausgezeichnete Isotopieklasse dif-
ferenzierbarer Strukturen, und das Kompositum r o w ist ein SO(3)-dquivarianter Dif-

feomorphismus von ((7)\P(Vc), D) nach (S§*, g5tandard),

BEWEIS. Der verbleibende Beweis der Diffeomorphie erfolgt in fiinf Schritten.

(1) h:=7row ist ein Homoomorphismus nach Lemma 2.3 und Lemma 2.2.

(2) how:CP? — X* ist differenzierbar, wie an der Abbildungsvorschrift sofort
abzulesen ist.

Nach 1.7 ist y(¢) = C - (costby + isintby), wobei (b1,b2) ein Orthonormalsystem
in R® bezeichnet, die allgemeine horizontale Geoditische in CP?. Die Ableitung von
woy(t) = cos? t*by by +sin? #*by by verschwindet genau dann, wenn t ein Vielfaches von 7
ist, und genau dann ist y(t) € RP%. Fiir 2 € CP2~RP? wird T,(CP2~\RP?) vom
Tangentialraum des O(3)-Orbits von z und der Ableitung der eindeutigen horizontalen
Geoditischen durch z aufgespannt. RP? ist ein einziger O(3)-Orbit. Anhand dessen
iberlegt man sich, dafl der Rang von h o w auf den Strata konstant, und zwar gleich 4
bzw. gleich 2 sein mu#.

Da die Strata von CP? / () die kanonischen differenzierbaren Strukturen tragen und
die Einschrinkungen von h jeweils differenzierbar und von maximalem Rang sind, ist
h stratumweise ein Diffeomorphismus.

(3) h ist dann und nur dann ein Diffeomorphismus, wenn h eine (differenzierbare)
Einbettung nahe RP? ist, und genau dann ist (NRP2/(_) , Bf) _hoexp, 534 eine Ein-
bettung nahe dem Nullschnitt.

(4) Wegen der O(3)-Aquivarianz der Normalenexponentialabbildung geniigt es zu
zeigen, daf fiir eine einzige Faser N,RP? die Abbildung (Nszz/(_) , Vi) hoexp, yi4
nahe dem Nullpunkt eine Einbettung ist. Ich wihle dazu z =R(1 0 0).

1
(5) Als Karte 3 von X* in einer Umgebung von A := w(z) = ( 0 ) wihle ich
0

die Zentralprojektion mit Zentrum % auf

4 _ id idvt _ 0 0 ! !
TpX* = span{?,A——a— = Span{ 1 , 1), 0 , |1 ,
-1 1 1 0

aufgefaBt als Teilmenge von SA(R?). Dadurch wird ¢ o r ebenfalls eine Zentralprojek-

tion mit demselben Zentrum. Eine kurze Rechnung, ausgehend von (©), erweist

01 0 1 1 01 0 1
w( bl >+y( 15) = ﬁ[cosmx( 3 )-I—sinQa( 5)}
- 5 T T 2 =3 3

als das Bild von z + yi = f(0)e®>* unter der komponierten Abbildung

[N

C —=— (NRP?/(7y,Vy) 2220, W ™, 3¢ ¥, 7,54, O

2.7
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Zeichnung 16: Zum Beweis des Satzes 2.7

Zeichnung 16 veranschaulicht Punkt (5) des Beweises. Tatséichlich zeigt sie den von
‘ 0 0
id ( 1 ) und ( 1) erzeugten Untervektorraum U von SA(R3?). Der Schnitt
-1 1

3

W NU besteht aus der Vereinigung des Kreiskegels w( K ) mit der Kreisscheibe w(z1),
der Schnitt T4 X* N U ist die Ebene N w(RP?), der Schnitt X* N U ist die 2-Sphire
exp (NAw(RPZ)). »Normal zu RP? ist alles zu sehen, tangential nichts.“

§3 Die Homdomorphie von SP?(CP?') zu CP?

Grundlage dieses Paragraphen ist [Massey]. Wie dieser befasse ich mich nicht mit
Differenzierbarkeit: Sie wire analog zu 2.6 zu behandeln, soweit dieselben Scheiben-
diagramme auftreten, und die symmetrischen Potenzen von C sind in der algebraischen

Geometrie besser aufgehoben.

Die D4-Operation auf S? x S2

Die Isometriegruppe von S% x §% ist (SO(3)xSO(3)) x Dy, wobei die Diedergruppe etwa
von der Vertauschung der Faktoren und der Antipodenabbildung des ersten Faktors
erzeugt wird. Die Untergruppen von Dy zeigt das folgende Diagramm. Angegeben sind
statt der Involutionen die Bilder von (z,y) € S? x.S? unter ihnen. H;, Hy und Hj; liegen

dann fest. Die innere Automorphismen von D* kénnen nur ((z,—y)) mit ((—z,y))
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oder ((y,z)) mit ((—y,—z)) vertauschen, die dufleren Automorphismen spiegeln das

Diagramm zusitzlich an seiner Symmetrieachse.

S

(@, =y)  (==y) (==, ((—y,—2))

—y) (%))
TR,

H, H

—~ | _—

D,

Proposition. Das entsprechende Diagramm der Quotienten von S* x §? ist

52 x §2

(// l \E\\)

§? xRP?* RP?x S? G (R?) cp? cp?

Die Pfeile stehen fiir unverzweigte, die durchgestrichenen fiir verzweigte, zweiblittrige

Uberlagerungen.

BEWEIS. Die Homdéomorphien

(0, -y)\S" % 8* = 87 X RP,
(_$’y)\52 x 8% ~ RP?> x §? und
7, \5° x 8 ~ RP? x RP?

sind trivial. (y’;c)\sz x §% ~ CP? und D4\S2 x 8% ~ RP* folgen aus Lemma 3.6.
(—y, _m)\Sz x 8% a~ CP? folgt aus der Konjugiertheit von (z,y) und (—y, —z) in Dj.
(_m,_y)\Sz x 8% ~ G2 (R*) und [{2\52 x 8% ~ Gz(R4)/( )+ folgen aus Lemma 3.9.
Hs\S 2 x 8% ~ §* schliefilich folgt aus Satz 2.7. Welche der Uberlagerungen verzweigt

sind, ist elementar nachzurechnen. [

Symmetrische Potenzen

Der Quotient SP™(X) := &,,\X" der n. Potenz eines Raumes X durch die kanonische
Operation der symmetrischen Gruppe &,, heifit seine n. symmetrische Potenz. Ein

Element von SP™(X) kann als eine Menge von — algebraisch gezéhlt n— Punkten

3.2
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aufgefafft werden. Die Abbildung

[I P(CIX,Y])) ——  P(CIX,Y],)

v=1

((Cx(a,,X +b,,Y))V —— C*[[(an X +5,Y)

induziert einen Homdomorphismus SP™"(CP') — CP™. Dies ist eine projektive For-
mulierung der algebraischen Abgeschlossenheit von C.

Die Antipodenabbildung A von S? schreibt sich auf CP? als (2z¢: 21) — (—Z1: %),
ihre 2n. symmetrische Potenz SP?"(A) auf CP?" als

(zo: ...t 22n)—— (Zan: —Zan—1:...: —Z1: Z).

Dies ist gerade die komplexe Konjugation K auf CP?" beziiglich der neuen, der Aus-

arbeitung [Dold]s einer Stelle in [Massey| entnommenen Koordinaten

Wy = 2y + Zan—v, Wan—yp = 1(2, — 22n—y) fir gerades v < n,
wy =12y + Zan—1), Wan—yp = 2, — Zan—, fir ungerades v < n und

Wy, ="z, (vgl. Lemma 1.3).

Fiir die Fixpunktmengen gilt

SP"(RP?) ~ (sP*"(CP')* W ~ (CcP™)¥ ~ RP?,

die erste Homdomorphie dabei wegen Lemma 2 aus [Massey], auf dessen Verallgemei-

nerbarkeit mich Dr. Gerald Hohn aufmerksam gemacht hat:

Lemma. Sei G — Homoo(X) eine Operation einer topologischen Gruppe auf einem
kompakten topologischen Raum, so dafl #Gx =: k endlich ist und nicht von z € X
abhhingt. Dann ist Yn € N

[SP™*(X)]¢ ~ SP" (g\X).

BEWEIS. Leger gesprochen besteht ein Element M von SP™(X) aus nk nicht unbedingt
verschiedenen Elementen von X. M ist genau dann ein Fixpunkt der auf SP™(X)
induzierten G-Operation, wenn M in lauter G-Orbits zerfallt. Da k-elementig, sind
dies gerade n nicht unbedingt verschiedene Orbits. Die bei einem formaleren Beweis
erhaltene stetige Bijektion SP™ (G\X) — [SP™(X)]€ ist wegen der Kompaktheit

von X ein Hom6éomorphismus. O
Durch Spezialisierung auf n = 2 folgt aus 3.3 und 3.5 das

Lemma. SP?(CP') ~ CP? und SP?(RP?) ~ RP*.
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Die Quaternionen

Sei H vorerst ein Schiefkérper iiber R der Dimension 4, wodurch H bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmt ist (siehe [Zahlen], Kap. 7, S. 158 ff). Setze ImH := {¢q € H |
> <0} und ReH:= {pe H|q¢>>0}. Dann ist H = ReH ® ImH und ReH = R.
R ist auch das Zentrum von H. (g,7) := Re(g7) = %(qF + r§) ist ein Skalarprodukt,
(¢,7) — Re(gr) eine symmetrische Bilinearform der Signatur (1,0,3) (Lorentzform).
Die Automorphismengruppe von H ist Inn (Sp(1)) = SO(Im H). Wihle nun eine Or-
thonormalbasis (¢, 7, k) von Im H mit ¢ - j = k& und nenne sie positiv orientiert.

H x H operiert auf H durch Multiplikation von links und rechts. Durch Ein-
schrankung der Linksmultiplikation auf C wird H ein komplexer Vektorraum und weiter
durch Einschrankung der Rechtsmultiplikation auf Sp(1) ein komplexer Sp(1)-Modul.

Durch die Identifizierungen 3.7
H — {(__C—J g) c,dE(C} — C? L R*
a+by —— (_C% 2) ——— (a b) ——— (Rea Ima Reb Imbd)

werden gleichzeitig C mit R?, Im H mit R® und die Norm-1-Teilmengen Sp(1), SU(2)

und S® miteinander identifiziert.

Die Hopfabbildung 3.8
Betrachte das dhnlich schon in Proposition I 5.10 (3) aufgetretene Diagramm

a — .-«

Sp(1) —— SO(Im H)

) O

H —" 5 ImH.

qg — qiq
Explizit ist
ap? + a1? — ap? — aj? 2(—apas + a1az) 2(apas + aras)
o= 2(apas + ajaz) ap? — a1? + as? — as? 2(—apa1 + azas)
2(—agas + ayas) 2(apar + azas) ao® — a1? — ar® + aj?

und (a + bj)i(a + bj) = (|a]* — |b]?)i + 2abk. Die Ad-Aquivarianz und h(1) = i le-
gen h bereits fest. h ist reell homogen vom Grad 2. Die Einschrinkung §3 — §2
ist ,,die“ Hopfabbildung. Ebenfalls induziert A den dquivarianten Diffeomorphismus
CP! = U(1)\S % _ 82, Dabei werden die beiden Standardkarten des CP! im wesent-
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lichen zu stereographischen Projektionen:

/ \
/ (wo : 1) rasirrr ((lwol® = 1)i + 2wok)

(a : b)) —— (la* — [b]*)i + 2abk

\ / (1 : wp) ﬁl—lf((l_lwﬂz)iﬁ-%alk)
\ N /

Beachte dazu, daf}

R?» —— S C RxR"

w e (1= wll?, 2w)

die Umkehrabbildung zur stereographische Projektion

s*{(~1,0)} —— R"

(&) — 1_’;—5

vom Siidpol ist.

S2 x S2? als Gralmannsche

§3 x §3 Xt 62« §2 ist die Quotientenabbildung von G := Sp(1) x Sp(1) auf T\G,
wobei T := 8! x S§'. Auf T\G operieren die Weylgruppe NV / T von links sowie die
duBeren Automorphismen Out(G) = {idg, Vertauschung der Faktoren}, und zwar
operiert N/T x Out(G) = Zs? % 7o = D4 wie in 3.1 beschrieben.

Sp(1) x Sp(1) ——— SO(4)

(¢ » r) ——q-.r

gibt Sp(1) x Sp(1) als Spin(4) zu erkennen. Daher ist G/Ty,. = SO(4)/T1,,, die
Grafimannmannigfaltigkeit éz(H) der reellen orientierten Ebenen in H. Entspricht
(z,y) € §% x §? der orientierten Ebene U € éz(H), so entspricht (—z, —y) der umori-
entierten Ebene —U, (z,—y) dem orthogonalen Komplement U~ und (y,z) quaterni-

onalen Konjugat U. In Bezug auf Proposition 3.2 ist damit bewiesen:

Lemma. (_w’_y)\sz x 8% ~ G2(R*) und f,\S* x §* ~ Gz(R4)/( )+
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Interpretationen von S$% x §% — CP?

Nachdem Proposition 3.2 vollstdndig bewiesen ist, mo6chte ich die Abbildung 3.3 fiir

n = 2 leicht umformulieren und auf verschiedene Weisen interpretieren:

Proposition. Die Abbildung

f: H X H — C?
(a0 + a1y , bo+b1j) — “\}-—2(— i(aob1 + a1bo),aobo + a1b1,i(aobo — albl))

ist C-bilinear, Adgy(1)-dquivariant und induziert einen dquivarianten Homdomorphis-
mus SP?(CP') — CP?. Durch diese Eigenschaften ist sie bis auf Multiplikation mit

einem Element aus C* eindeutig bestimmt.

Ein Beweis dieser Proposition ergibt sich aus den folgenden vier Interpretationen
der Abbildungsvorschrift und dem Nachweis der Kommutativitit des auf der nichsten

Seite abgebildeten Diagramms.

DIE ALGEBRAISCHE INTERPRETATION C[X,Y]; x C[X,Y]; — C[X,Y]»
Diese Interpretation ist ein Spezialfall von 3.3. Die homogenen Polynome werden

schlicht miteinander multipliziert. Ublicherweise schreibt man

CPt x cpt — CP?
((ao:al) , (bo!bl)) ——— (aobo: apby + a1bp:a1b)

oder in einer der Standardkarten

CxC — C?,

(a1 , b1) —— (b1 +az,a1b1)

wodurch man die beiden ersten elemantarsymmetrischen Funktionen erhilt. Die dabei
fiir C[X, Y], gewihlte Basis (X2, XY, Y?) ist fiir die hiesigen Zwecke jedoch ungeeignet
(siehe 3.4 und 3.11).

DIE MULTILINEARE INTERPRETATION H x H — H|H — X?H

Aus praktischen Griinden schreibe ich g|r € H|H anstelle von §® r € H ®c H, d.h. es
gelten die Rechenregeln (p + q)|r = p|r + q|r, q|(r + 8) = q|r + ¢|s und (Ag)|r = q|(Ar).
H|H ist C-Vektorraum via A - ¢lr = Ag|r = ¢/Ar und komplexer Sp(1)-Modul via
q|r - @« = ga|ra. Die Involution g|r — r|q eroffnet die Moglichkeit symmetrischer und

antisymmetrischer Tensoren, als Sp(1)-Modul ist
HH = 5’H& A’H = (3-dim. irreduzibel) @ (1-dim. trivial).

Diese Interpretation als die kanonische bilineare Abbildung in das Tensorprodukt, ge-
folgt von der Projektion auf X2H, zeigt sofort die Aquivarianz wie auch, nach dem

Schurschen Lemma, die anndhernde Eindeutigkeit.

3.10
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(MaoX + ar1Y)a, u(bo X + b1Y)a) : Ap(aoXa+ a1Ya)(boXa+ b:1Ya)
(A(ao + a1j)a, pu(bo + b1j)a) Aga|pra b Az (galra + rajqa)
- g 1 I

/\ ReAdpy —Im Ap 1 ('quroz ReAp —Im Ap 1 Imﬁ]r
—= — e Ad
( ImAu Redp ) V2 (qu?"a) ( ImAp ReAp ) V2 (Imﬁkfr) “«

)\,U‘%(— ’l;(aobl + albo),aobo + (llbl,’l:(aobo - a1b1)) AdCl’,

Mm
C[X,Y]: x C[X, Y] C[X,Y].
[ H|H S°H
I |
Hx H I
B H® (Im H)?

(C3

«—C

P(C[X,Y]1) x P(C[X,Y]1) P(C[X,Y]>)

I S P(jzl-][)

. |
P((TmH)?)
I

cp?

5% x §2

Diagramm zum Beweis der Proposition 3.10; die Operationen auf den verschiedenen
Raumen sind durch A, ¢ € C und a € Sp(1) angedeutet.
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DIE ABSTRAKT GEOMETRISCHE INTERPRETATION H x H — H? — (Im H)?2
H? wird durch

Cx H* x SO(4) —— H2
() men — () ()
ein zur Komplexifizierung der Standarddarstellung dquivalenter SO(4)-Modul.

Fasse (¢,7) € $*xS® C Hx H als Représentant von g-.-r € SO(4) auf und betrachte
dessen Wirkung auf j und k. Ergebnis ist ein allgemeines orthonormales 2-Bein gjr,
gkr in H. Die U(1)-Bahn {Zgjzr | z € U(1)} = {zgkzr | z € U(1) } ist gerade der
Einheitskreis der erzeugten Ebene.

Die SO(3)-Operation @-.-« auf Hist auf R trivial, auf Im H die Standarddarstellung
und kommutiert mit der U(1)-Operation. Die Projektion auf Im H liefert daher eine
orientierte Ellipse.

Der Verzweigungsort besteht offenbar aus den bereits in Im H liegenden Einheits-

kreisen, d.h. aus den imaginiren Punkten des CP2.

R

. |
or. Ellipse/& !
x

U(1)-Bahn

Zeichnung 17: Die abstrakt geometrische Interpretation

DIE ELEMENTARGEOMETRISCHE INTERPRETATION

Dies ist eine Interpretation nur fiir ,unten“, d.h. fiir SP?(§?) < &. Ab jetst seien
die Ellipsen statt durch a* + > = 1 durch @ = 1 normiert. Zwei Punkte p;, p» € S?
bestimmen genau eine orientierte, normierte Ellipse mit n := %’—’Q als Normale und
f =232 und — f = 2232 als Brennpunkten, denn n L +f und ||n||? + || £ f||> = 1.
Umgekehrt bestimmt eine orientierte, normierte Ellipse die Punkte p := n + f und
p:=n— f auf §2.
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Bei den beiden letzten Interpretationen wurde der Faktor = unterdriickt.

V2
Es bleibt noch die Ubereinstimmung der vier Wege mit der Abbildung f aus Pro-

position 3.10 zu zeigen. Fiir die ersten drei folgt dies nach endlicher Rechnung mit den

3.11 einander entsprechende Basen
' 1 (y2 2 i 2 2y
C[X,Y), iV2XY F(X+Y?) (-X*+Y?) |
y . . o] . 7 ol . l . .

Z’H A +511) AL+l Z5(=11+4l) i Z5(=17 +4[1) | HH

i j k ‘ 1 2

map | (5) ;) O O
c? (100) (010) (001) |

Fiir den vierten sei ¢ = cosy + sinyj mit 0 <y < T und r = G. Einerseits ist das
Bild von (g,r) in §? x §?

(cos 2yi + sin 27k, cos 2% — sin2yk) = ((cos27,0,sin2y), (cos 2v,0, — sin 27)).

Die elementargeometrisch konstruierte Ellipse besitzt (cos2y,0,0) als Normale und
(0,0, 4 sin 27) als Brennpunkte. Andererseits ist f(g,r) = (0,cos 2v,1), das Bild in &
also die Ellipse {cos¢p - (0,c0s2v,0) + sinep - (0,0,1) | ¢ € R} mit Normalenvektor
(cos2v,0,0). Auch ihre Brennpunkte sind (0,0, & sin 27).

=f

P1

F ist eine Strecke p2=—f

b1

D2
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p ”

A\

f
cos 2y -7
E
b1 =n=py
1\
l
f=0=—f

F ist ein Kreis

Zeichnungen 18-21: Die elementargeometrische Interpretation

Auf diesen (g,r) stimmen beide Abbildungen iiberein. Da sie aber dquivariant sind
und die soeben betrachtete einparametrige Schar von Ellipsen ein Reprisentantensy-

stem des Bahnenraums € / Sp(1) ist, stimmen sie ganzlich iiberein.

Vereinheitlichung

In 3.10 und 2.7 wurden zwei verzweigte, zweiblittrige Uberlagerungen betrachtet:
O(3) x { Vertauschung} ——— SO(3) x ( ) —— SO(3)

) o) )

52 x S —f ., cp2 £ 3¢
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Angegeben sind die grofitmoglichen effektiven isometrischen Aquivarianzgruppen, im

folgenden geniigen die SO(3)-Operationen. Definiere J := [0, 7],

I: J xSO(3) —— S? X S?
(v, A) ——— ((cos2v,0,sin2v)A , (cos 27,0, —sin2y)A)

sowie auf J x SO(3) die zunehmend schwicheren Aquivalenzrelationen
(v,4) ~ (6, B) : = I(v,4) = ($,B),
(1:4) 7 (6,B) :% fol(y,A) = fol(6,B) und
(1,4) ~ (6,B) :& gofol(y,A)=go fol(4B).

[ induziert das dquivariant kommutative Diagramm

AT x80(3) ——— \J xS0(3) —— . \J x SO(3)
1 2 3
$?xs* L cp2 4 4,

Alle sechs Quotienten X / SO(3) sind so zu J homoéomorph, daff die Abbildungen iiber
id s liegen. Zur Veranschaulichung stehen fiir CP? gem#f Proposition 1.1 die orientier-
ten, fiir ¥* gemifl Korollar 2.5 die unorientierten Ellipsen als Modell zur Verfiigung.

Betrachtet man ((cos 27,0, sin 2y), (cos 2,0, — sin 27)) € 52 x 5? und dessen Bilder
in CP? und ¥*, so erhilt man einfache Beschreibungen der Aquivalenzrelationen mit
Hilfe der noch zur Verfiigung stehenden Linksoperation von SO(3) auf J x SO(3):
(7, A4) und (8, B) sind genau dann dquivalent, wenn v = § und AB™! in der folgenden,
von v abhingigen Untergruppe liegt:

vy=0 0<y< 7 v =

¥ i) (" som) (%)
tid} (1 30(2)) (0(2) det—l)

. . det™? 0(2)
Y Diagonalmatrizen ( 0(2) ) ( det—1 )

{~v = 0} ist offenbar der Verzweigungsort von f und {vy = 7 } der Verzweigungsort

B

02

von g, weil jeweils nur dort die Aquivalenz gleich stark bleibt. Diese etwas abstrakte,

aber einheitliche Beschreibung zeigt die enge Verwandtschaft zwischen f und g.
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Zum SchluB sei bemerkt, dafl die Antipodenabbildung von ¥* die Involution J — J,
v — 7 — 7, induziert. Uber ihr liegt auf S? x S2-Niveau die Nebenklasse Hl\DzL
(vgl. 3.1), wihrend es auf CP%-Niveau keine solche Symmetrie geben kann, da die re-
ellen Punkte RP? sind, die imaginiren aber eine S? bilden. Zwei Ellipsen E; und E,
des Ellipsenmodells von X'* repriisentieren genau dann antipodische Punkte, wenn
ihre groflen Halbachsen aufeinander senkrecht stehen, ihre kleinen Halbachsen paral-
lel zueinander sind und die Quadrate der Lingen der kleinen Halbachsen sich zu 1

suminieren.

- F5 ist eine Strecke

\ F ist ein Kreis
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F5 ist ein Kreis

\

\‘\<E1 ist eine Strecke

1

Zeichnungen 22 —24: Antipoden im Ellipsenmodell von X*



KAPITEL IV

DIE HOMOOMORPHIE VON T\SU(?’)/T ZU §*

§1 T\G / T im allgemeinen

Der reelle Fall

Satz. Sei T' ein maximaler Torus einer kompakten, zusammenhéngenden Liegruppe G.
Dann ist der Quotient T\G / T genau dann eine evtl. berandete, topologische Mannig-
faltigkeit, wenn G fiir geeignete k,l,m > 0 lokal isomorph zu U(1)* x SU(2)! x SU(3)™

ist. Der Quotient ist in diesem Falle homGomorph zu I' x (§*)™.

BEWEIS. Betrachte G als T x T-Mannigfaltigkeit via ((z,y),g9) — zgy~!. Der Kern
dieser Operation ist das diagonal in 7' x T" eingebette Zentrum von G. Aus der adjun-

gierten Darstellung von G erhélt man

a:T/Z(G)X g/t — Q/t
(aZ(G) , X+t) —— T(a)T(-a )X +t

als einzigen Fuf} des Scheibendiagramms; das zugehorige Stratum ist Norg T'.

Je zwei maximale Tori sind konjugiert, und ihre Konjugation induziert einen Ho-
méomorphismus der Quotienten. Bei einer Uberlagerung oder einem Produkt reicht
daher die Betrachtung je eines geeigneten maximalen Torus.

Ist G —2> G eine Uberlagerung durch eine kompakte, zusammenhingende Gruppe
é, so ist p~1(T') ein maximaler Torus von G und p—l(T)\é/p*l(T) — T\G/T ein
Homoomorphismus. Deshalb kann G als Produkt einfacher, einfach zusammenhingen-
der Gruppen und eines Torus angenommen werden.

Sind 71 < G; und T < G2 maximale Tori, so auch T3 x T» < G; x G5, und
T, % Tz\Gl X Gz/Tl X Ty — Tl\Gl/Tl X TZ\GZ/T2 ist ein Homéomorphismus. Ist
G selbst ein Torus, so ist T\G / T ein Punkt. G kann daher als einfach und einfach

zusammenhingend angenommen werden.

173

1.1
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Ist G einfach, so ist das Wurzelsystem von G ist irreduzibel, und genau dann ist
die Scheibendarstellung o prim. Nach Korollar IT 5.12 ist T\G / T genau dann eine
Mannigfaltigkeit, wenn 1 > codima = dimc 8/t — dimp T = 4mE=kG 1k @, d.h.
wenn dim G — 3tk G < 2 gilt. Ich verwende nun die Klassifikation:

Typ Vertreter Dimension dimG —3rk G
Ap,n>1 SU(n +1) n® + 2n n(n —1)
B,,n > 2 Spin(2n + 1) (2n 4+ 1)n 2n(n — 1)
Cnyn >3 Sp(n) 2n? +n 2n(n — 1)
D,,n>4 Spin(2n) n(2n — 1) 2n(n — 2)
Es Aut ((OP?)c) 78 60
Er 133 112
Eg 248 224
F, Aut(OP?) 52 30
e Aut(0) 14 8

Die fragliche Ungleichung erfiillen nur 4; und A,.

Nach IIT 3.8 ist T\SU(2)/T = SZ/T ~ I, denn T operiert auf $? durch Drehungen
um eine feste Achse. Schliefllich ist T\SU(3)/T ~ S* laut Satz 3.7. O

Ohne die Forderung des Zusammenhangs ist T\G / T die topologische Summe von
#mo(G) Kopien von T\Go / T, wobei Gy die Einskomponente von G bezeichnet.

Der komplexe Fall

Als komplexes Analogon zu T\G / T kann die Bruhatzerlegung aufgefafit werden: Sei G
eine halbeinfache komplexe Liegruppe. Wéhle einen maximalen Torus T' = (C*)", be-
zeichne mit W die Weylgruppe Norg T / T, wiahle eine T' umfassende Boreluntergruppe
B und nenne die zu B gehorenden Wurzeln positiv.

Die Festlegung ,,v < w genau dann, wenn man v durch Streichen von Faktoren
aus einer kiirzesten Darstellung von w als Produkt von Spiegelungen an einfachen
Waurzeln erhalten kann® definiert auf W eine — mit der Gruppenstruktur nicht voéllig
vertrigliche — Teilordnung, und die Festlegung Vw € W: cl(w) := {ve W |v < w}
definiert auf W eine Topologie. Beziiglich dieser ist

W —— B\G/B

nT ——— BnB

ein Homdomorphismus (siehe [Demazure]). Die Zerlegung in Orbits G = U BnB
heifit die Bruhatzerlegung von G beziiglich B und T'. nrew
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Der modulare Fall

Sei p prim. Nenne eine zu Z," isomorphe Gruppe () einen p-priméiren Torus oder kurz
p-Torus. Dies sind gerade die endlichen, abelschen Gruppen ) mit der Eigenschaft
Va € Q:ordz|p. Die grofte Dimension als Zp-Vektorraum eines p-Torus in G heifit
der p-Rang von G. Offensichtliche p-Tori sind {z € T | ordz|p}, wenn T ein Torus
ist, folglich ist der p-Rang von G mindestens gleich dem Rang von G. Ein Beispiel fiir
echte Ungleichheit ist der 2-Rang von O(n): Jeder maximale 2-Torus von O(n) ist zu
O(1)™ konjugiert, daher ist n = rky O(n) > rk O(n) = | 7] fiir n > 0.

Das Enthaltensein von p-Tori oder gar von kommutativen Untergruppen U von G,
so daB U /{7, ein p-Torus ist, in einem maximalen Torus steht laut [Borel] in engem
Zusammenhang mit den Koeffizienten der Darstellung der héchsten Wurzel als Line-
arkombination der einfachen Wurzeln wie auch mit der p-Torsion in 1 (G), H*(G,Z)
und H*(BG,Z).

Die p-priméren Situation ist in mancher Hinsicht komplizierter als die reelle: p-Tori
liegen i.a. in keinem Torus, Urbilder von p-Tori bei Uberlagerungen sind i.a. keine
p-Tori, maximale p-Tori sind i. a. nicht zueinander konjugiert, und nicht alle maximalen
p-Tori sind bekannt. Ob der Quotient Q\G / (Q einer kompakten Liegruppe nach der
beidseitigen Operation eines maximalen p-Torus eine Mannigfaltigkeit ist, beantworte
ich deshalb nicht allgemein. In konkreten Fillen ist wiederum Satz IT 5.11 das geeignet
Hilfsmittel.

§2 Die Diffeomorphie von Q\SO(?))/Q zu S3

WARNUNG. T steht in diesem und dem néchsten Paragraphen fiir einen bestimmten

zweidimensionalen, maximalen Torus und T2 fiir T' x T, analoges gilt fiir Q und Q2.

Beidseitige Operationen von Untergruppen

Fiir eine Untergruppe U einer Gruppe G nenne ich die Operation

(U xU)yx G —— G

((u , V) 79) — u-g-v?

von U x U auf G die beidseitige Operation von U auf G. Fiir ¢ € S; bezeichne
P, die Permutationsmatrix (6; ,(;))s,; und P, die Matrix sign(o)P,. Fasse G3 via
P:8; — SO(3) als Untergruppe von SO(3) auf,

Es folgt eine Exposition der drei in diesem und dem nédchsten Paragraphen be-
handelten beidseitigen Operationen des maximalen Torus auf SU(3), des maximalen

2-priméren Torus auf SO(3) und der Quaternionengruppe auf Sp(1).

1.2
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2.1 DIE BEIDSEITIGE OPERATION VON T' AUF SU(3)
Sei G :=SU(3) und T' < G der maximale Torus der Diagonalmatrizen. Norg T ist via
zP, (z,0) zu T x &3 isomorph; die Weylgruppe ist Norg T/T > G;3. Betrachte die

Operation
o: (T xT)x G —— G
((.’B s y) s A) —_ (miaijyj_l)ij

von T X T auf G durch Linksmultiplikation und Rechtsmultiplikation nach Inversion.

1

Aus der Beziehung zAy™" = A & (a;; # 0 = z; = y;) ergeben sich die Standgruppen

von p und deren Fixpunktmengen als

Standgruppen Fixpunktmengen
{ (P,zP;*,z) [ zeT} P,T (6 Stiick)

{(B ("> L) BuB (s L) B \ Aeum}  Bs(U@) x UW)BTT (9 Stiick)

Z(G) G,

dabei durchlaufen o und 7 die Gruppe G3. Der Kern von p ist das zu Zj isomor-
phe Zentrum Z(G) von G. Der Fufl des Scheibendiagramms ist laut dem Beweis des
Satzes 1.1 der Scheibentyp der Darstellung

tJ_

T X ¢t - :

o1 23 —Z3 1:1Z31:2_1 1:1—51:;1
(( T2 1:3) y (—'Z—E = )) _ —Zszomy zrzimy
2 —Z4 133Z2$1—1 1;3-5:1:2_1
also A(p) = {[o(1,1,1)],[0(1,1)], [01]} in der Notation von II 1.5. Entsprechend ist G =
G[U(l,l,l)] U G[U(M)] U G[,,] die Scheibentypenstratifizierung der T?-Mannigfaltigkeit G.
Das tiefste Stratum ist G[U(LM)]
der Zusammenhangskomponenten der Strata.

In der durch (-):={A € G |a;; =0« i=2V j=3} exemplarisch definierten
Notation lauten die Zusammenhangskomponenten des tiefsten Stratums (*-)), (-.7),
."), (".), (.+") und (-",), die des mittleren Stratums ("::), (:":), (::7), (-.)), (+0),
(7)), (59, (*.7) und (**,). Das Hauptstratum héngt laut Satz I 1.3 zusammen und

= Norg T'. Die Fixpunktmengen sind die Abschliisse

besteht aus den Matrizen mit hochstens einem verschwindenden Eintrag. Matrizen

anderer Besetzung enthélt G nicht, was aus der Tatsache, dafl etwa auf einem Vektor

£0 0 0 £0 #0
der Form (750) nur Vektoren der Form (0), ( 0 ), (;éo) oder (#0) senkrecht
0 0 #0 0 #0

stehen kann, wie auch aus der Bruhatzerlegung 3.2, leicht folgt. Die Besetzung einer
Matrix bleibt unter der T?-Operation selbstverstindlich erhalten.
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Nenne Fg := T\(G\Hauptstratum)/T das Geriist von T\G/T, wie es Zeichnung 2.2
25 zeigt. Fs kann als Graph aufgefalt werden: Seine 6 Ecken bilden das tiefste,
seine 9 offenen Kanten das mittlere Stratum von T\G / T. Bemerke zum Beweis, daf}
die T?-Operation auf jeder der vierdimensionalen Fixpunktmengen zur beidseitigen
Operation des maximalen Torus auf U(2) isomorph ist. Daher ist z. B. T\(::.)/T ~
TU(z)\U(2)/TU(2) = §1\SU(2)/61 = [-1,1], wobei ] — 1,1[ das Hauptstratum des

Quotienten dieser Operation ist.

Zeichnung 25: Geriist von 7\SU(3) /7 und Q\S013)/q

Setze T := {idg,( ),*( ),( )~!} und betrachte die Operation 2.3

0: (G*PXI)xG —— G
(((a’ab)ac) ’ g) — ag®b7!

sowie ihre Einschrinkungen auf S := Norg: 7 T2 und weiter auf 72. Dadurch wird G
zu einer iquivarianten Mannigfaltigkeit mit Teilungsgruppe 7% und Symmetriegruppe

(G% x T). Es gilt
S = (NorgT)? xT = (T x63)* xT.
Motiviert wird die Operation ¢ dadurch, daf}

1 —— Z(G) —— G*»xI —— Isom(G) —— 1

a P ((a,, a),idc;)

eine kurze exakte Sequenz ist, wenn Isom(G) die Isometrien beziiglich einer biinvari-
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anten riemannschen Metrik bezeichnet. Der Beweis verlauft analog zu Lemma III 1.3.
Der Quotient S /T2 = (632 x*( ) x( ) operiert laut LemmaII 1.1 auf dem Orbitraum
T\G / T effektiv.

DIE BEIDSEITIGE OPERATION VON () AUF SO(3)

Parallel zu 2.1 sei G' := SO(3), @ := TN G' C G' der maximale 2-priméire Torus
der Diagonalmatrizen und po': (Q X Q) x G' — G' die Einschrinkung von p auf Nor-
malisator und Fixpunktmenge von (). Die obigen Aussagen gelten sinngemif auch
fiir o'; die Standgruppen, Fixpunktmengen, Strata und Scheibendarstellungen erhélt
man durch Schneiden der entsprechenden Objekte aus 2.1 mit G': Der Normalisator
Ng := Norg: @ ist isomorph zu Q* x G3. Die Standgruppen sind isomorph zu Q, Z,
oder 1, ihre Fixpunktmengen zu @), O(2) oder G'. Der Kern von o' ist das Zentrum
Z(G') = 1 von G'. Das Scheibendiagramm von o' ist {{o(1,1,1)];[e(1,1)];[e1]} in der
Notation von II 1.5, das tiefste Stratum Gié(l,m)] = Ng. Bei den Aussagen iiber die
Besetzung der Matrizen ist zu beachten, dafl z.B. (-, 7) jetzt aus 4 und (-)]) aus 8
Zusammenhangskomponenten besteht.

Q" xt( ) = (Isom G)(_)/(') ist die Isometriegruppe von G’ und (Q x G3)% x *( )
der Normalisator von % in Isom G'. Dessen Quotient &3* x *( ) operiert effektiv auf
dem Orbitraum Q\G' / Q- Betrachte G' fortan als die dquivariante Mannigfaltigkeit
mit Teilungsgruppe Q% und Symmetriegruppe (Q x &3)% x ¥( ).

Die Inklusion G' C G induziert verschiedene Abbildungen auf Quotientenniveau:
Die Injektivitat von G'/Q — G/T ist leicht zu sehen, die von Q\G'/Q — T\G/T sagt
Lemma 3.3 aus. Q\(G'\Hauptstratum)/Q — T\(G\Hauptstratum)/T ist sogar ein
Homdéomorphismus, d. h. die Geriiste (siehe Definiton 2.2) sind gleich!

DIE BEIDSEITIGE OPERATION VON () AUF Sp(1)

Sei p die Uberlagerung

Sp(l) —— G,
a +— a-.-at
vgl. IIT 3.8. @ = p~1(Q) ist die Quaternionengruppe. Der Normalisator Né =

Norsy(1) é wird erzeugt von den beiden Elementen 1—\}}’ = cos ZT" + 7 sin 387—' der Ord-

\bititk _ 2w, ititk
2 = €08 G + i
1—Zs — N G~ N¢ — 1 ist eine nicht spaltende, zentrale Erweiterung. Uber p' liegt

nung 8 und sin 2-6’3 der Ordnung 6 und besitzt 48 Elemente:

die Einschrankung E’ der Darstellung

(Q xQ)xH —— H

(((h s Q) 7’) — qi7q2 "

auf die Einheitssphéire Sp(1) C H. Die Standgruppen von o' und deren Fixpunktmen-
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gen sind
Standgruppen Fixpunktmengen
{(nen~t,z) |z € Q) {n,—n} (24 Stiick)
{(nan=t,mam™) |z € {1,i,—1,—i}} nStm=1 (18 Stiick)
Z(Sp(1)) Sp(1),

dabei durchlaufen n» und m den Normalisator N 5 Der Kern von QN’ ist das Zentrum
Z(Sp(1)) = {£1} von Sp(1). Die Scheibendiagramme von o' und o' sind gleich.

Offenbar induziert die Uberlagerung Sp(1) — G’ Homomorphismen o\Sp(1)/Q ~
Q\GI/Q und @\(Sp(l)\Hauptstratum)/é ~ Q\(G'\Hauptstratum)/Q der Quoti-
enten und ihrer Geriiste.

Die Isometriegruppe von Sp(1) ist (Sp(1) X 7(sp(1)) Sp(1)) x ( )™* = O(4). Be-

trachte deshalb Sp(1) als die dquivariante Mannigfaltigkeit mit Teilungsgruppe @2
und Symmetriegruppe G := N, 52 x ()7L, Alles folgende ist iquivariant beziiglich der

angegebenen Symmetriegruppen und der Morphismen zwischen ihnen gemeint.

Triangulierung

Abgesehen von Korollar 2.8 handelt der Paragraph nun von QN’ . Ziel ist zunéchst
die Angabe einer Triangulierung von Sp(1), die eine Triangulierung des Quotienten
@\Sp(l) / @ induziert; die Quotientenabbildung wird dadurch simplizial.

K sei der folgendermaflen definierte dreidimensionale simpliziale Komplex: K, :=
NQ sei die Menge der Ecken, K; := {{qo,ql} | ordg—‘l’ = 8 oder ordg—‘l’ = 6} die
Menge der Kanten von K. d bezeichne den Abstand auf Sp(1). Eine Kante {qo, ¢}
heifle kurze Kante, wenn ord Z—‘l’ =8, d.h. d(qo,q1) = 2—8’1 ist; sie heifle lange Kante,
wenn ord g—‘l’ =6, d.h. d(q0,q1) = 265 gilt. Weiter gehoren zu K genau die Dreiecke
mit genau einer langen Kante und genau die Tetraeder mit genau zwei, und zwar

gegeniiberliegenden, langen Kanten.

K| %1“ . O(conv(Ky)) —=— Sp(1),
simplizia
T

’ ll=ll

wobei 0 den Rand und conv die konvexe Hiille bezeichne, ist eine Triangulierung dqui-
varianten Mannigfaltigkeit Sp(1); sie bildet die Ecken auf das tiefste, die offenen kurzen
Kanten auf das mittlere Scheibentypenstratum ab.

G operiert simplizial auf K, dabei transitiv auf den Ecken, Dreiecken und Tetraedern,
nur der Kanten gibt es zwei Klassen.

Ein Simplex {qo,...,qn} € Ky, 0 < n < 3, erzeugt den n-dimensionalen sphérischen
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Unterraum span{q,...,qn} N Sp(1), der die Fixpunktmenge einer geeigneten Unter-
gruppe von G ist. Diese Unterrdume bestehen in Dimension 1 jeweils aus 8 kurzen oder
6 langen Kanten, in Dimension 2 jeweils aus 24 zu K gehorenden Dreiecken und 8 von

lauter langen Kanten begrenzten Dreiecken.

Zeichnung 26: Von zweidimensionalem Simplex erzeugter spharischer Unterraum

Zur Veranschaulichung von Sp(1) verwende ich das ,,Exponentialmodell“: Betrachte
im Tangentialraum T} Sp(1) den abgeschlossenen Ball vom Radius 7 um den Ursprung.
Schlage den Rand auf einen Punkt zusammen. Dann induziert die Exponentialabbil-
dung exp;: 71 Sp(1) — Sp(1) einen Homéomorphismus (mit vielen guten metrischen
und differenzierbaren Eigenschaften) des Modells auf Sp(1).

Zeichnung 27 zeigt alle Kanten von K, soweit sie durch ein bestimmtes Kugelvier-
undzwanzigstel laufen — Austrittspunkte sind ggf. durch kleine Kreuze gekennzeich-
net —sowie alle in einem bestimmten Kugelachtel liegenden Ecken von K. Zeichnung

28 zeigt alle Kanten von K, soweit sie in diesem Achtel verlaufen.

QUOTIENTENBILDUNG UND EINBETTUNG
Sei fiir einen Augenblick K ein beliebiger simplizialer Komplex und G eine Gruppe von

Automorphismen von K. Dann ist auch g\K ein simplizialer Komplex und

f: g\IKl —— |g\K|
G tie; — > tiGe;

eine Quotientenabbildung. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) f ist ein Homomorphismus.

(2) K - g\K erhilt die Dimension der Simplizes.
(3) Die Bilder unter Ko — G\ Ko der Ecken einer jeden Kante sind verschieden.
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Zeichnungen 27 und 28: Die triangulierte Sp(1) im Exponentialmodell

Im vorliegenden Fall ist Ky = .N'Qv — @\Ko / Q = @\NQ“ ein Homomorphis-
mus von Gruppen und es gilt z € Q = ord(z) |4 = {q,zq} ¢ Ki. Deshalb ist
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| @\K/é t @\Sp(l)/@ eine Triangulierung von @\Sp(l)/é Schreibe H := g/@“z
und L := Q\K / @ Nenne die Bilder der kurzen resp. langen Kanten von K kurze resp.
lange Kanten von L.

Das lokale Aussehen der Quotientenbildung zeigt Zeichnung 29. Zu sehen ist links
eine Ecke von K mit den angrenzenden kurzen Kanten als durchgezogenen Linien und

langen Kanten als gestrichelten Linien, rechts ihr Bild in L. Fiir eine Auffassung beider

Hélften der Zeichnung als dreidimensionale Vektorrdume siehe 3.1.

\ J |
\ / |
\ / \

~ \ /.
\\ \ /,’ \
\\\\ /// |

7 ;
71 N
///\ ~ o |
/// \ \\ |
// \ ~ |
\

7/ \ |
/ \ |

Zeichnung 29: Quotientenbildung lokal

Ziel ist nun die Einbettung des H-Raumes |L| in eine orthogonale Darstellung.
Die Menge der Ecken von L ist @\N 5 = Q\N Q = O;, die operierende Gruppe ist
H = (/\[Q‘z X Zz)/@2 = O3 X Z2, und die Operation ist als

H x63 —— G

(((U,T),:}:l)’ 71') ey o-ﬂ-:i:lT—l

gegeben.

Bezeichne die Transpositionen in &3 mit 3. H operiert effektiv auf &3, und zwar

als die Gruppe derjenigen Bijektionen, die 23 in sich oder in T3 iiberfithren, d.h.
H = NOI‘6(63) (6(2[3) X 6((3:3)) —i) 632 A Zz,

wobei ¢ mit Hilfe einer willkiirlichen Bijektion {1,2,3} < 23 und der kanonischen
Bijektion {1,2,3} < T3 definiert wird. ¢ ist der ,einzige* duflere Automorphismus

von H; er lafit sich als Einschrankung des ,einzigen® dufleren Automorphismus von Gg
erhalten.
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Wihle in dem affinen Raum
A= {A € M(3 X 3,R) l Vi,j:Zaij = I’Za’ij = 1}

111

die Matrix % (1 1 1) als Nullpunkt. H operiere durch ((0,7), c) A = P,AP! linear
111

auf 4, das nichttriviale Element von Z, < H wirke dabei als Transposition. Dann ist

die Zuordnung der Permutationsmatrix P: &3 — A eine dquivariante Einbettung, die
ihrerseits eine simpliziale Einbettung |L| — A bestimmt.

Diese Einbettung ist i. w. eindeutig: Zu jeder simplizialen Einbettung f:|L| — V
in eine orthogonale Darstellung gibt es ein Monometrie A — V und ein r > 0, so daf
pryof = r- P gilt, wobei pr 4 die orthogonale Projektion auf .4 bezeichnet. Der von
S; frei erzeugte Vektorraum zerfillt ndmlich, aufgefait als H-Modul, in drei isotypi-
sche, irreduzible Summanden: die vierdimensionale Darstellung A, die eindimensionale
((o,7),£1)v +— +v und die eindimensionale triviale. Davon ist aber nur die Darstel-

lung A treu.

|L]| & d(conv(P(63))) —=— §°

simplizial

’ Jl«]l

ist eine Triangulierung der Sphére in .4 vom Radius ||P;||. Diese H-Mannigfaltigkeit
S3 ist nicht mit der G-Mannigfaltigkeit Sp(1) zu verwechseln! H operiert transitiv auf
den Ecken, Dreiecken und Tetraedern von L, nur der Kanten gibt es zwei Klassen:
Die sphéirisch gemessene Liange der kurzen ist %T", die der langen ZT". Der von einem
1-Simplex erzeugte sphérische Unterraum besteht aus einer kurzen Kante und einem
nicht zu |L;| gehdrenden Teil bzw. aus 3 langen Kanten. Der von einem 2-Simplex
erzeugte sphérische Unterraum besteht aus 3 zu L gehorenden Dreiecken und einem

von lauter langen Kanten begrenzten Dreieck von der Grofie einer Halbsphére.

Kombinatorische Ubersicht:

2.7

) . kurze lange .
Triangulierung Ecken Kanten Kanten Dreiecke Tetraeder
K Simplizes 48 144 192 576 288
erzeugte Unterrdume 48 18 32 (24) 1
L Simplizes 6 9 6 18
erzeugte Unterrdume 6 (9) 2 (6) 1

Eingeklammert sind die Anzahlen derjenigen Unterrdume, die nicht ganz im Geriist
der betreffenden Dimension enthalten sind.

Zur Veranschaulichung von S® verwende ich wieder das , Exponentialmodell“ 2.6.
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1
Als Fulpunkt dient diesmal E := ( 1 ) € S3. B sei der abgeschlossene Ball vom
1

Radius 7 um den Ursprung von TgS3. Der Rand von B reprisentiert als Ganzes den

-1 2 2

Antipoden A := % ( 2 —1 2 ) von E, die einzelnen Punkte des Randes reprisentieren
2 2 -1

die Ursprungsstrahlen in T'4S3.

Zeichnung 30: Die triangulierte S* im Exponentialmodell

Zeichnung 30 zeigt B und darin die kurzen Kanten von L als durchgezogene Linien,
die langen Kanten von L als gestrichelte Linien und vier der Dreiecke als graue Fliachen.
Die fehlenden Dreiecke von L ergeben sich durch Spiegelung an der horizontalen Ebene
und 231-Drehungen um die vertikale Achse. Drei der offenen Dreiecke berithren den
Antipoden A. Deren Abschliisse in B schneiden den Rand von B in den gepunkteten
Linien.

Damit ist die gesamte Situation in die Sprache der simplizialen Komplexe und Ab-

bildungen iibersetzt, gleichzeitig die topologische Gestalt des Quotienten erkannt:

Proposition. Der Gruppenhomomorphismus Ky, = NQ' e N@/@ = Lo definiert
die simpliziale Abbildung K — @\K/@, deren geometrische Realisierung

K] — Q\IKl/@ ~ [Q\K/qQ]
durch die angegebenen Triangulierungen in

Sp(l) —» @\Sp(l)/é ~ S

™

iibergeht. Dies geschieht dquivariant iiber G — G /2, wobei G und G /()2 auf Sp(1)
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bzw. §* orthogonal operieren.

Verschiedene Identifikationen vernachldssigend ist das in 2.2 definierte Geriist F's
der aus den Ecken, i.e. das tiefste Stratum, und den offenen kurzen Kanten, i.e. das
mittlere Stratum, bestehende Unterkomplex von L. Seine Lage in §® ist der Zeichnung

Nr. 30 zu entnehmen.

Differenzierbarkeit

Die dquivariante Mannigfaltigkeit Q2 <« G — Diffeo(Sp(1)) ist gemaB Satz I 7.7 Teil

einer Mf-Matrix (2129') Xf.. Vll),,

einer Ts-Auswahl ¢ und einer Glittung g gewonnen sind.

), wobei xy und V geméfl Proposition II 5.8 aus

Proposition. (@\Sp(l)/é, D) ist dquivariant diffeomorph zu (53, 85'3"‘“‘1“‘1) mit

obiger orthogonaler H-Operation.

BEWEISSKIZZE. Die Triangulierung | K| — Sp(1) bestimmt eine Verfeinerung der Schei-
bentypenstratifizierung von Sp(1), indem man die Ecken, die offenen kurzen Kanten,
die offenen langen Kanten, die offenen Dreiecke und die offenen Tetraeder zu je einem
Stratum vereinigt. Konstruiere eine auf der Ts-Auswahl ¢ basierende Familie von
Tuben zu der durch die Triangulierung |L| — S® bestimmten Stratifizierung von S3.
Es geniigt nun, einen Homéomorphismus f:Sp(1) — S* anzugeben, der die Strata
differenzierbar submersiv aufeinander abbildet, die Tubensysteme ineinander iiberfithrt
und auf den Fasern der Tuben durch die Linearisierung gegeben ist. Aufgrund der
Aquivarianz braucht f nur auf einem einzigen (abgeschlossenen) Tetraeder konstruiert
zu werden. Dies kann aber durch eine leichte Abwandlung— die Tatraeder hier sind

anders als dort nicht vollig symmetrisch— von Kapitel II §4 geschehen. O
Diese Proposition impliziert wegen I 5.9 das
Korollar. Die Darstellung @2 x H — H, ((q1,92),7) — qirq; ' ist linearisierbar.

Dies ist die komplizierteste Darstellung einer nichtabelschen Gruppe, die in dieser
Arbeit als linearisierbar erwiesen wird; ihr Scheibendiagramm hat Lange 4. Schlieflich

gilt fiir die Operation p' aus 2.5 das

Korollar. Die Mf-Matrix (Z%}') XQT VYID ) bestimmt in natiirlicher Weise eine

SO(3) ' D
A% x| V.
feomorph zu (53 , Ssmnd‘”d) mit obiger orthogonaler H-Operation.

MAf-Matrix ( ) Der Quotient (Q\SO(3)/Q , ’D’) ist dquivariant dif-

BEWEIS. {((£1,£1),1)} = Z5® liegt normal in Q? und operiert homogen auf Sp(1),
darf daher gemif Korollar I 7.9 bei o vorab herausgeteilt werden. Wegen Zzz\sp(l) =
SO(3) und @2/222 = (Q? entsteht dabei gerade ¢'. O

2.8

2.9
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In der Folge Sp(1) = S3 24, SO(3) = RP? A, SO(3)/q 21, 8% von Uber-
lagerungen ist nur die letzte entlang der kurzen Kanten (2:1) und der Ecken (1:1)
verzweigt. Auch ist die letzte nicht differenzierbar. Wohl aber sind alle beziiglich der

gewiahlten Triangulierungen simplizial.

§3 Die Homéomorphie von T\SU(3)/T zu S*

Die Bezeichnungen des vorangehenden Paragraphen werden fortgefithrt. In 2.3 und
2.4 waren die dquivariante Mannigfaltigkeit G = SU(3) mit Teilungsgruppe T x T
und Symmetriegruppe S sowie die invariante Untermannigfaltigkeit G' = SO(3) ein-
gefiihrt worden. Die S-Aquivarianz gilt in den Abschnitten ,Bruhatzerlegung” und
»Llopologische Gestalt der Quotienten“ wegen der Wahl einer Boreluntergruppe bzw.

der Auszeichnung der ersten Spalten der Matrizen nur bedingt.

Lokale Situation

An die lokale Situation soll kurz erinnert werden, vgl. 2.1, 2.4 und II 5.5: Der Haupt-
scheibentyp der T' x T-Mannigfaltigkeit G ist 0(; ; 1), derjenige der @ x Q-Mannigfal-
tigkelt GI ist T(l,l,l)'

Q %« R3 T(1,1,1) R3

N N N

T x ¢ Zaub, 3, beachte [[zr = 1.
k

Ty Z1 T121
P z2 ——ey T2z
T3 ’ 23 r323

Das tiefste Stratum ist jeweils der Ursprung, das mittlere Stratum ist die Vereinigung
der reellen bzw. komplexen Koordinatenachsen ohne den Ursprung, alles iibrige ist das
Hauptstratum. Unter Verwendung der Betrige und des verbleibenden ,,Winkels“ als

Invarianten erhalten wir

Q\(R*\Hauptstratum) < Q\R®* ~  {(w,0) € R xRy,® | [w|=vivsvs} =~ R

I [ N N

T\((C3\Hauptstratum) C T\(C3 ~ {(w,v)eCx R, } lw| = v1vav3 } ~ R

Tz +— (212223, (F;i))

Tz liegt genau dann in Q\Rs, wenn 21z z3 reell ist. Die Quotientenbildung R® — Q\R3
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zeigt Zeichnung 29. Q\R3 ist im rechten Teil dieser Zeichnung linearisiert dargestellt.

Denkt man sich eine Dimension hinzu, so erhélt man T\(C?’ .

Bruhatzerlegung 3.2

Fiir 0 € G35 bezeichne ﬁa weiterhin die mit dem Signum versehene Permutationsmatrix
von o. In Anlehnung an die Permuationsmatrix verwende ich fiir die Elemente von &3

folgende Symbole:

Symbol " " ." . - "

Zykelschreibweise () (123) (321) (23) (31) (12)

SL(3,C) ist ,,die“ Komplexifizierung von SU(3) und die Menge L der oberen Dreiecks-
matrizen eine Boreluntergruppe. Setze B, := Lﬁ,L N G fir 0 € G;3. Um fiir die
Bruhatzellen B, / T globale Karten angeben zu konnen, betrachte ich zunachst einige
Abbildungen: Kompaktifiziere C durch C «— D?, ¢ — z := (1 + |¢|?)"2(, und setze
z = (1 — [z[z)% € I. Fir |z <1ist 2 = %. Gleiches mdge fiir {, z, 2 und 7, y, §

gelten. Das Kompositum von

D? ——  SU(2)

nN| N

) und SU(2) —» SU(2 /Sl ~

Z  —— (f h
z
ist surjektiv, auf int(D?) zudem injektiv und bildet D?* auf {S} ab. Die Surjektion

(1 xSU(2)) x (SU(2) x1) x (1 xSU(2)) — @&
(X , Y , Z) — XYZ

ist das komplexe Analogon zu den Eulerwinkeln
(1 x SO(2)) x (SO(2) x 1) x (1 x SO(2)) — G'.
Ihre Verwendung wird durch [Hansen] nahegelegt. Sei ab jetzt

— 1
i und 7 := z —2

~
Il
<D

Insgesamt ist

(C3 Bs B_-'/T

| :

(D*)? —— (1 xSU(2)) x (SU(2) x 1) x (1 x SU(2)) e . G/,




188 Kapitel IV Die Hom&omorphie von T\ SU(3) / T zu S*

(] —Jz Yz
d.h. B(&n,¢) = XYZT = | ¢y zyz— 22 —ayz—2z | T,
i) @gz+E2 —pE+ 37

ein Diffeomorphismus auf die héchste Bruhatzelle. Die linksseitige T-Operation auf
B.- / T geht dabei in die unitdre Darstellung

A ¢ AaAgé
Az n | =1 AsAn
As ¢ A1A2(

iiber. Da T von rechts frei auf G operiert und B, / T in G / T offen ist, ist diese
Darstellung der Fufl des Scheibendiagramms der T' x T-Mannigfaltigkeit G. Nach 3.1
gilt daher T\B«/T ~ R*. Durch Verzicht auf Faktoren ergeben sich auch fiir die

niederen Bruhatzellen dquivariante Diffeomorphismen zu unitiren T-Moduln:

Br: C? — B."/T, B C — B'-'/T, B Cl — B'-'/T,
(&mn) — XY . T (n,¢) — YZ-T £ — X-T

Be,:Ct — Be /T und B :C' — B /T.
n — Y. .T 0 — T

Hier sind die Darstellungen zu T' C U(2), zu S* C U(1) bzw. zu 1 C U(0) dquivalent,
die Quotienten mithin zu R>02, zu R>01 bzw. zu R>00 homoéomorph. Die Bilder der
Kompaktifizierungen (D?)™ unter der Fortsetzung der 3, sind die Abschliisse der je-
weiligen Zellen. Welcher Zelle eine Matrix aus G angehort, 148t sich bereits an ihrer

Besetzung erkennen, z. B. ist

(R NP () R (O34

Die Abschliisse erhélt man durch Verzicht auf die Bedingungen der Form a;; # 0.
Speziell ergibt sich eine iiberraschende Beschreibung der Menge der Matrizen, bei denen

ein bestimmter Eintrag, etwa as;, verschwindet:
§*x 8% = (SU@)x1)x(1xSUQ) —— d(B:;) = {(0 )}
(X , Y) — XY

Entsprechende Aussagen gelten fiir B := B, N G', z.B. ergeben sich durch Ein-
schrankung der 8, auf R® C C* Q-#quivariante Diffeomorphismen zu den B, / @, und

die Menge der Matrizen mit —etwa—az; = 0 1aft sich durch

xS = (S0(2)x1)x (1x80®) — B = {(, )}
(X : Y) —_ XY
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beschreiben.

Lemma. Die Inklusion G' C G fiihrt zu einer Einbettung Q\G'/Q — T\G/T der 3.3

Quotienten ineinander und einem Homdéomorphismus
Q\(G,\B:")/Q ~ T\(G\B_.-)/T = FB

der aus den Quotienten der niederen Bruhatzellen gebildeten Geriiste.

BEWEIS.
B:jq < BT Q\Bs/Q —— T\B./T
= = | B induziert R R
R" c C" Q\R" —— 1\C",

dessen untere Zeile ist aber nach 3.1 eine Einbettung, fiir ¢ # .*" sogar ein Homéomor-

phismus. O

Zwischen der Bruhatzerlegung und der Scheibentypenstratifizierung bestehen enge

Beziehungen: gx induziert den Homdomorphismus

rr — cl(T\B.'-/T).
(£,9) —— T -XY-T

cl(T\B.'- / T) besteht aus vier Bruhatzellen, sein Rand aus je vier Zusammenhangs-
komponenten des tiefsten und des mittleren Scheibentypenstratums, wie Zeichnung 31

andeutet. Fiir die andere zweith6chste Bruhatzelle B.» gilt analoges.

Zeichnung 31: In cl(T\B.'-/T) enthaltene Bruhatzellen bzw. Scheibentypenstrata
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Die Abbildung i

Erinnert sei an die Symmetriegruppe & aus 2.3 und die Gruppe der ,aufleren® Iso-
metrien Z := {id,*( ),( ),( )7!}. Definiere den Homomorphismus e:S — Z, durch
die Gleichung ¢((z,0),(y,7),c) = £(o)e(r)e(c), wobei e:T — Z, durch die Forderung
kere = {id,*( )} definiert ist, und e: &3 — Z, das Signum bezeichnet. Als Invariante

bendtige ich den Imaginérteil der ,,geraden® Summanden der Determinante

i: G —— R

Ar—— Im > Jlakxk
e(m)=1 k

Lemma.

(1) i ist e-dquivariant, faktorisiert daher insbesondere iiber T\G/T.

(2) Das Urbild von {0} unter i ist die Menge TG'T.

(3) T\G/T —» T2 (—)\G ist eine entlang Q\G'/Q verzweigte, zweiblittrige Uber-

lagerung.

BEWEIS. Zu (1): Fir A € G ist det A = 1, folglich

Im Z Hak,wk=1m Z Hak,wk,

e(m)=1 k e(m)=—1 k
folglich

i(((:l:,O'),(y,T),C) A) = i(.’l}ﬁUAcﬁ:ly——l)
= 1((:131 (o) A gy -1 E(T_l)y}_])i,j)

=Tm Y []zre(0) A o-rpr-rmne(r ™)yt

e(m)=1 k
= ¢(o7)Im Z HACU—lk,T—lwk
e(m)=1 k

=¢(o7)Im Z H Ak, xk

e(w)=e(or) k
= e(oT)I(A®)
= e(oT)e(c)i(4).
Zu (2): Angesichts von (1), Lemma 3.3 und i(G') = 0 geniigt es zu bemerken:

0 =i(B(&m,0))
=Im (y(zyz — 22)(—2Y2 + T2) + 29(&Yz + T2)§2 + 29(—y2)(—2Y2 — £%))
= Im (—2z|y|’y2z — &Tysz + 282§ Y2z)
= 329°2 Im(z7z)

& ryz ist reell

& [(w,y,2)] € Q\Rg, siehe 3.1.
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Zu (3): Teilen durch eine Involution ist immer eine entlang der Fixpunktmenge
verzweigte zweiblattrige Uberlagerung. Nun 1iBt sich Q\G' / () nach Lemma 3.1 als
Teilmenge von T\G /T auffassen und ist nach (2) die Fixpunktmenge der Involution

( ):1\G/T — 1T\G/T. O

Topologische Gestalt der Quotienten

Definiere die ,Betragsabbildung® b:G — S§%, x §%; duch die Abbildungsvorschrift
A— (}Z;H {:g%), sie faktorisiert offensichtlich iiber 72 (h)\G.

laz1] laaal
Lemma. Fiirb € §%, x §%, gilt: 3.5

(1) b € b(G) & Der zweite Spaltenvektor b, liegt im sphédrischen Dreieck mit den

1 0 1 bis 1 brz
Eckpunkten oy \ 0o )o iowmon 0 ) 104 o | b )-

(2) b€ b(G") & by liegt auf dem Rand dieses Dreiecks.
(3) b induziert Einbettungen von T2 x (T)\G und Q\G'/Q. Dies zeigt erneut die
Injektivitdt der kanonischen Abbildung ()2 \G' — T2 y (_)\G.

BEWEIS. Zu (1):
b, liegt in besagtem sphérischen Dreieck

_bll
& Die Skalarprodukte im R® von b, mit den Normalenvektoren der Seiten < bia ) )

b11 bi1 b1s
(—bu) und b12 | sind nichtnegativ

b1 —bi3
& by erfiillt die linearen Ungleichungen
b21b22 + b31bs2,
b31b32 + b11b12
b11b12 + ba1ba2

b21 b22

NN N

und b3 1 b32

& Es gibt ein ebenes Dreieck (in C) mit den Seitenléngen by1b12, b21b22 und bsqbso
A11b A12b

& Fiir geeignete A;; € U(1) stehen (z\;b:i) und (AZ:»Z) in C? senkrecht aufeinan-
der Az1bs1

& b e b(G).
Zu (2): Im Beweis von (1) gilt

by liegt auf dem Rand des besagtem sphérischen Dreiecks

& Eines der Skalarprodukte im R? ist null

Az2ba2

< Eine der Ungleichungen ist eine Gleichung
< Das ebenes Dreieck artet aus

& Die A;; kénnen in {1, —1} gewidhlt werden
& beb(@).
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Zu (3): Im T? x ( )-Orbit einer Matrix, deren erste beiden Spalten voll besetzt
sind, liegt ein A mit a11,a21,a31,a12 > 0 und Imass > 0. Der Beweis von (1) zeigt,
daf} ein solches A durch b(A) bereits festliegt. Fiir schwécher besetzte Matrizen lassen
sich &hnliche Reprisentanten auszeichnen. Bei Q\G/ / @ fithren dieselben elementaren

Uberlegungen zum Ziel. O

Das Bild von G unter b ist eine Menge von Punktepaaren auf dem rechtwinkligen
sphérischen Dreieck S;O. Die ,Fasern® der Projektion p: b(G) —» S;O, b +— by, auf den

ersten der beiden Punkte lassen sich elementargeometrisch konstruieren:

(1) Nimm einen Punkt aus 2.
(2) Bilde die sphérischen Geraden durch ihn und jeweils eine Ecke von Séo-
(3) Nimm deren Schnittpunkte mit den jeweils gegeniiberliegenden Seiten.

(4) Spiegele diese an den jeweiligen Seitenmitten.

Die so erhaltenen Punkte sind die Ecken des gesuchten sphérischen Dreiecks. Fiir einen
inneren Punkt von Séo ist dies ein echtes sphirisches Dreieck, fiir einen Randpunkt

entartet es zu einer sphéarischen Strecke.

Zeichnung 32: Geometrische Konstruktion der Fasern

p~t |int(5;0) ist global trivial, p—! ]‘5‘5;0 ist ein M6biusband, das bereits beide Geriiste
enthalt: die Quotienten der niederen Scheibentypenstrata Fs (siehe Definiton 2.2) und
die Quotienten der niederen Bruhatzellen Fp (sieche Lemma 3.3).

Es gibt ein zu p homotopes ¢, das tiber int(S;O) nach wie vor global trivial mit
typischer Faser D? ist, iiber 85;0 jedoch ein Hom6omorphismus. Der Totalraum muf}

daher eine D* sein:
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Zeichnung 33: p, eingeschrankt auf den Rand

Lemma. Es gilt b(G) ~ D* und b(G') = 0b(G) ~ S3.

BEWEIS. Fasse S und D? als Teilmengen von C sowie S® und D* als Teilmengen von
C? auf.

(1) M := {(w,y) € St x D? ' y? = m|y|2} ist ein Modell des Mébiusbandes und
f: 81 x D?* - M, (z,y) — (z,ps(y)), die faserweise orthogonale Projektion auf M,
wobei p, die Abbildung D?> — D?, y — Re(y\/_E) vz, bezeichnet.

Das Bild von G und b ist zu (D? x D?) Uy M homéomorph: Die Degeneration der
Fasern von p iiber dem Rand S! der Basis wird gedeutet als Zusammendriicken der
Faser D? auf eine Strecke, deren Richtung R\/z mit z € S* variiert. AuBerdem werden
die stiickweise glatten Mannigfaltigkeiten: die Basis, die Fasern iiber inneren Punkten
und p~1(S?) durch D?, D? und M ersetzt.

(2) Sei g: S* x D?* — S die Projektion auf den ersten Faktor.

Z; —— S'xD?xT Z, —— S§1xD>xI

und
[(.’13, yat)] L (:B, (1 - t)y + tpz(y)7t) [(m,y,t)] —_ (13, (]- - t)yat)

sind Einbettungen der Abbildungszylinder. Die Projektion auf den ersten Faktor

3.6
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Zeichnung 34: Symbolische Zeichnung von p mit D' statt D* als Fasern

macht sie zu Faserbiindeln iiber S! mit typischer Faser conv(D? x 0 U [-1,1] x 1)
bzw. conv(D? x 0 U0 x 1).

Sei (z,z,t) € ST x (D?>\0) x I. Der Strahl Rsg - (2,t) schneidet die Rinder der
Fasern iiber z in je einem Punkt. Nenne das Verhéltnis der Normen dieser Punkte
v(z,z,t). Die so definierte Abbildung v:S* x (D*\0) x I — Ry ist stetig, ihr Bild
kompakt.

W(Zy) —— i(Z5)

(z,2,t) —— (z,v(z,z,t) - (2,1))

ist ein Homdomorphismus, seine Einschrinkung auf S x D? x 0 die Identitét.
(3) Nach (1) ist fiir eine Kragenumgebung K von S* C D* p Y (K) ~ Z;. Mit
Hilfe von (2) ist dann (D? x D?) Uy M =~ (D? x D?)U, S*. Schlieflich ist

(D? x D*)U, §* —— D*
[(z,9)] — (2, (1 - z[*)3y)

ein Homo6omorphismus.
(4) b(G") wurde im vorigen Lemma explizit angegeben. Sein Bild unter dem gerade
konstruierten Homomorphismus b(G) ~ D* ist dD* = $*, was den Umkehrschluf}

b(G') = 0b(G) zulaflt. O
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Satz. Das Diagramm

T\G/T T? % (O\G

geht durch HomGomorphismen tiber in

%1 21 z1
§4 D* o3 EH _ (=
Ty Ty 23
0 s 4

NS ~.

insbesondere ist T\G / T homéomorph zur 4-dimensionalen Sphére.

BEWEIS. 72 x (_)\G b, (Sio)z ist nach Lemma 3.5 (3) injektiv, das Bild des Raum-
paares (T2 X (_)\G, Q\G'/Q) unter b ist nach Lemma 3.6 homéomorph zu (D*, $*)
und T\G/T — T2 (_)\G ist nach Lemma 3.4 (3) eine entlang Q\G'/Q verzweigte,
zweibldttrige Uberlagerung. O

Einbettung der Quotienten

Definiere folgende Polynome in den Eintrégen einer dreireihigen Matrix B:
sji= Y bige lsi=) bij,
i J

. 1 .
dij = bij—1bijr1, ‘diji=bi—1 jbit1;,

pji= Zdi,j(di,j —2diy15), 'pii= thi,j(tdi,j — 2; j11),

J

also etwa p3 = Z bf’lbf’z -2 Z bi1bi 2bit11bit1 2.
: :

i und j durchlaufen dabei Zz. Wie in 2.7 operiert G3° x ‘() auf dem 4-dimensio-
nalen affinen Unterraum A := {B € M(3 x 3,R) ' Vi, jis; = 1,%; = 1}, in dem

111
: (1 1 1) als Nullpunkt gew&hlt worden war. Definiere die algebraischen Teilmengen
111

U:={BeA|Vi,j:pj=0,"p;=0} und U' := {B € A|p; =0} von A sowie die se-
mialgebraischen W := {B € A | V4,5:p; < 0,p; <0} und W' :={B € A|p;s <0}.
Setze fiir eine Teilmenge T' von M(3 x 3,R) Ty := {B € T | Vi,j:b;; > 0}. Die

3.7
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yInvariantenabbildung” f:G — A, A — (a;;a;;);j, und ihre Einschrinkung auf G’

faktorisieren laut Lemma 3.5 (3) als

¢ T
U ] A
! ! /
¢ — Q\%/q
Thre Bilder beschreibt folgende

111
Proposition. Die Bildmenge f(G) = Wy = W'y ist der Abschluf8 der % (1 1 1)

111
enthaltenden Zusammenhangskomponente von A~U. Sein Rand ist die Bildmenge

f(G") = Uso = U'so. Die (irreduzible) Hyperfliche vierten Grades U = U’ ist die
kleinste f(G') enthaltende Varietét.

fleg' hat maximalen Rang genau auf dem Hauptstratum und bildet dieses auf re-
gulire, die niederen Strata auf singulire Punkte von U ab. Das Bild der niederen

Strata ist simplizial.

BEWEIS. Der Beweis erfolgt in acht Schritten.
(1) f(G) = W’>0 und f(G,) = UI>0: Sei B c A;o und Cj = bjlbjz. Die
Umformungen

4 4 4 22 2 2 2 2
c1” Fe2” Fe3” < 2(e’es” +ester” 4 e17er”)

2\2

= (Clz —_ ng — C3 ) < (26263)2
& —cald e’ +es? < 205 > r? — o — e’
& (ca—c3)® < 1? < (ea +c3)?

NN

& cp<Scate3 Nea<eg+cp Aeg<ep+ea

implizieren folgende Aquivalenzen:

Bew
& 1t + et + st <2(ea?es? + ez?er? + er1?er?)

2
& (clz) € R>03 liegt im Inneren oder auf dem Rand des die winkelhalbierenden

c3

Strahlen {z =y}, {y =2z} und { z = z } enthaltenden Kreiskegels

cs

& (62) liegt in der konvexen Hiille dieser Strahlen

& e1, Ca, 3 sind die Seitenldngen eines Dreiecks
& (Aij4/bij)ij € G fiir geeignete A;; € U(1).
Die Aussage ,B € U' & (X\ij/bij)ij € G' fiir geeignete \;; € Zy* folgt durch Ubergang

zu den Rindern.
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(2) fle hat den behaupteten Rang: Betrachte das kommutative Diagramm
G ! A
JI i‘lpr
M Cc M@Bx2R) —— M(3x2,R),

(aij)ij  ——  (af;)ij

wobei M die 1-kodimensionale Untermannigfaltigkeit { A | (a;1); L (as2); und A # 0}
bezeichne. Die leichten Nachweise der folgenden Aquivalenzen bleiben unausgefiihrt:
A gehort dem Hauptstratum von G' an

< Hochstens ein Eintrag von j(A) verschwindet

< h hat in j(A) Rang 5 oder 6

& h|am hat in j(A) Rang 5

& hljg hat in j(A) Rang 3

< fle hat in A Rang 3.

(3) U’ ist irreduzible Hyperfliche vierten Grades: ¢ := %(:p +1)%y* + %:v(?):n —1)y+

z2(2z — 1) ist die Einschrinkung von p; auf die Ebene

l—z l—=z 2z
l—2z 1—z—y 2z + vy ’w,yER}.
2x 20 +y  2—4x—vy

—N
N |

1-3z+ 2(1——z)3)
(1+z)?

Die Einschrénkung {¢ = 0} = {y = 2

} von U’ ist eine Kurve

vierten Grades mit einer Spitze in (_;), einem Doppelpunkt in (3), asymptotisch

gleich {y = (—ligf)—;,} fiir £ — —1 und asymptotisch gleich {z = _?’322 } fir z — —oo.

J

Zeichnung 35: Qualitative Zeichnung der Kurve vierten Grades
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Da sie weder eine Gerade noch einen Kegelschnitt enthélt, ist sie irreduzibel. Da der
Grad von ¢ nicht kleiner als der von ps ist, mufl auch U’ irreduzibel sein. Wegen (2)
ist U’ eine Hyperflache.

(4) Es gilt W59 = W'y und Uy = U’y wegen (1) und der S-Invarianz von f(G)
und f(G").

(5) Wegen dim f(G') = 3 = dim U und der Irreduzibilitit von U ist U die kleinste
f(G") enthaltende Varietit. Wegen f(G') C U C U' und der Irreduzibilitit von U’ ist
U = U’- omi 1 11 1 1 <,3
(6) Setze c* =: (. Wegen } ( 1 ) —f(% ( & c”)) und £(G) ~ D* sowie

111 A
Of(G) C U ist f(G) der Abschlufl besagter Zusammenhangskomponente.
(7) Das Bild der niederen Strata ist simplizial, denn

cosa —sina cos? a sin? &
f( sin & cos ) = | sin?a cos?« , a € R,
1 1

ist die f((1 : 1)) = (1 ) 1) und f((—1 - _1)) - (1 1 1) verbindende

Strecke.
(8) Wegen (2) und der Irreduzibilitit von U bildet f das Hauptstratum von G’ auf
regulire Punkte von U ab. Dafl ps|4 und (ps|4)’ sogar auf der gesamten Geraden

1 1
durch ( 1 ) und (1 ) verschwinden, ist leicht nachzurechnen. O
1 1

BEMERKUNG. Die verwendeten algebraisch-geometrischen Schliisse gelten ungeachtet
der algebraischen Unabgeschlossenheit des Grundkorpers R.

G3® x I mit T = {id,( ),*( ),( )~'} war die Symmetriegruppe des Quotienten
T\G /T und e:T — Z; der Morphismus mit Kern {id,*( )}. Sei (:Z — {id,*( )} der
Morphismus mit Kern {id,( )}. Der Quotient 7\G /T besitzt nun eine dquivariante

Einbettung in die 5-dimesionale, dadurch eindeutig bestimmte Darstellung

G632 xT x AxR — A x R.
(((0,7’),c) , (B,r)) — (PJC(C)BPT_I,e(a)e(T)e(c)r)

Satz.
632 x T 0(5)
O O
TG/ — AxR

TAT +———— ((a5@5;5)ij,Im 35 T arew)
e(o)=1k
ist eine dquivariante topologische Einbettung, gegeben durch invariante, homogene,
ganzzahlige Polynome zweiten und dritten Grades in den Matrixeintrigen und ihren

komplex Konjugierten.
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BEWEIS. Gemifl Lemma 3.5 (3) faktorisiert f als G — T2 x (7)\G —— A, gemif
Lemma 3.4 trennt i die bei T\G/T —» T2 (-)\G zusammenfallenden Punkte. O

Differenzierbarkeit

Wiihle fiir das Scheibendiagramm AP gem#f Proposition II 5.8 ein Tubensystem ¢ und
eine Linearisierung V. Da das Scheibendiagramm {e, [0(1 1)], [0(1,1,1)]} der dquivarian-
ten Mannigfaltigkeit SU(3) in A®® enthalten ist, fithren Lemma I 4.18 und Satz I 7.7

SU(3) ¥ D | |
A(SU(3)) ol VI) Insbesondere ist (T\SU(B)/T, D) eine

differenzierbare Mannigfaltigkeit, auf der die Symmetriegruppe G32 x Z durch Diffeo-

zu einer Mf-Matrix (

morphismen operiert.
Das Scheibendiagramm {e, [7}],[7?]} der dquivarianten Mannigfaltigkeit SO(3) ist
ebenfalls in A*® enthalten. Das Tubensystem 1 148t sich, da ( )-invariant, auf SO(3)

einschrinken. Bezeichne mit D' die eindeutig existierende Quotientenstruktur auf

SO(3)  ¥lsow) ) i e ,
. Mit Hilfe von IT 5.9 1afit sich nachrechnen, daf} die
(atsomy "E®

kanonische Abbildung (Q\SO(?)) / Q> D' ) — (T\SU(?)) / T, ’D) eine differenzierbare
Einbettung ist.

Ich zeige nun, daff die Daten der SU(3) enthaltenden Mf-Matix bis auf Isotopie
eindeutig sind, wenn man fiir V| und D einen etwas schwicheren Isotopiebegriff als
in I §8 zugrunde legt.

Betrachte zunichst die Operation von O(C) x &3 auf dem komplexifizierten Halb-
raum C® = C x OH?®, sieche II 2.7. Dabei ist 0H® = {a: € R® I e, = ()}, und

G, operiert als die Einschrinkung der Standardoperation auf R®. S$° bezeichne die
Einheitssphire von C®, §? die Einheitssphire von R x 0H®, D? die abgeschlossene
Halbsphire von Ry, x 9H*® & H? und $* die Einheitssphére von OH?.

Lemma. Zu jedem O(C) x &3-dquivarianten Diffeomorphismus f von S* auf sich gibt
es genau einen isometrischen, dquivarianten Diffeomorphismus [ von S*® auf sich, so

daf l o f dquivariant diffeotop zur Identitit ist.

BEWEIS. Alle Abbildungen seien stillschweigend dquivariant.
2
(1) Setze p1 := (0, % (—1>) € 8% und py := (1,0) € S% p, ist gerade der
~1

Mittelpunkt von D?. Jede Selbstabbildung der S* iiberfiihrt die Mengen {p:,—pi1},
{p2,—p2}, S* und S? in sich, da sie Fixpunktmengen von Untergruppen von O(C) x G
sind.

(2) Damit [ o f diffeotop zur Identitét sein kann, mufl diese Abbildung p; und p,
fest lassen, d.h. es muB I(p1) = f(p1) und I(p2) = f(p2) gelten. Da der Zentralisator
von O(C) x &3 in O(C?) aus den vier Abbildungen (z,z) — (42,%z) besteht, gibt es
nach (1) genau ein [/, das diese Bedingung erfiillt.

3.10

3.11
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(3) Da die Einschrinkung von [ o f auf S? ein orientierungserhaltender Diffeomor-
phismus ist, ist [ o f diffeotop zu einem g, das nahe S! die Identitit ist. Weiterhin
gilt g(p2) = pa. Alle folgenden Diffeomorphismen und Diffeotopien mégen nahe S*
bzw. nahe I x §! die Identitit sein. Anhand der Operation der 1-Komponente von
O(C) x &5 erkennt man, dal O(C) x &;-idquivariante Diffeomorphismen der S3, die p,
fest lassen, umkehrbar eindeutig &3-iquivarianten Diffeomorphismen der D? entspre-
chen. Letztere sind nach [Smale|, Theorem 4, nichtiquivariant diffeotop zur Identitit.

Nach [Bredon], S. 313, folgt daraus auch ihre 4quivariante Diffeotopie zur Identitit. O

BEMERKUNG. Mit Hilfe der Symmetriegruppe liefl sich die Dimension des Problems
um 1 reduzieren. Zum Beweis reichte deshalb ein Resultat iiber Diffeotopien zwei-

dimensionaler Mannigfaltigkeien.

Die Scheibentypen ¢ und [o(;,1)] besitzen eindeutige Tubensysteme und Quotien-
tenstrukturen. Setze a := (1,1,1) und betrachte den #quivarianten Vektorraum
0,:G(a) — O(C?) mit dem oben gewihlten Tubensystem ¢°+. Der Quotient G(a,)\55
der Sphéare besitzt zu diesen Daten genau eine Quotientenstruktur, ist also ab jetzt

eine differenzierbare Mannigfaltigkeit.

Lemma. Zu je zwei Quotientenstrukturen YW und W' der Vr-Matrix (o, ¢ ) gibt
es eine dquivariante Diffeotopie h: I X G(a)\55 — I x G(a)\55 mit W' = hy*(W).

BEWEIS. Die orthogonale Darstellung der Symmetriegruppe O(C) x &3 auf dem Quoti-
enten (G(a)\C3 , W) ist durch die topologische Eigenschaft ,Die Fixpunktmengen von
O(C) und von &3 sind zweidimensional, ihr Schnitt ist nulldimensional.“ charakteri-
siert. Sie ist deshalb zur orthogonalen Darstellung auf ((;'((L)\(C3 , W') isomorph. Sei
f die Einschrénkung eines Isomorphismus (G’(a,)\(ca , W') — (G(a)\(cs , W) auf
die Einheitssphiren. Wihle [ und eine Diffeotopie A mit hy = [o f geméafl Lemma 3.11.
Dann gilt hy*W = (lo f)*W =W =W'. O

Die angestrebte Aussage iiber die Eindeutigkeit der differenzierbaren Struktur auf

dem Quotienten lautet nun:

Proposition. Je zwei Quotientenstrukturen D und D der dquivarianten Mannigfal-
tigkeit SU(3) sind als differenzierbare Strukturen isotop, d. h. es gibt eine topologische
Isotopie k: I x T\SU(3)/T — I x T\SU(3)/T von Homdomorphismen mit ko = id
und D = ki*(D).

el SU(3) v D ie oben gewahlte un SU(3) & D
BEWEIS. S (A(SU(3)) ol. V|,,)d ben gewihlt d(A(SU(3)) X W)

eine weitere SU(3) enthaltende Mf-Matrix. Da die behauptete Isotopie schwicher als
eine Isotopie von Quotientenstrukturen ist, kann laut (Sd) und (Mf) aus Lemma I 8.10
x = ¢|. und 9 = 9 angenommen werden. W und V| sind auf ¢ und [0(1,1)] wegen der

eindeutigen Linearisierbarkeit dieser Scheibentypen gleich. Nach Satz I 7.7 stimmen
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deshalb D und D auBer auf dem tiefsten Stratum X := (T\SU(3)/T)[U(1 o

Definiere nun k in einer Umgebung I x U von I x X mit Hilfe des Lemmas 3.12 und
der topologischen Einbettung ¢, , ,1:U — T\SU(3) / T. Die Einschriankung dieser

Isotopie auf I x (U~X) ist eine differenzierbare Isotopie offener Einbettungen mit

] iiberein.

kompaktem Komplement. Sie 18t sich daher gem#f Lemma I 8.6 zu einer Diffeotopie
auf T\SU(3) / T ~ X fortsetzen. Insgesamt ist k& dadurch auf dem ganzen Orbitraum
definiert. [

An wesentlichen Eigenschaften der &dquivarianten Mannigfaltigkeiten SU(3) und
SO(3) sind damit bewiesen:

(1) Der Quotient T\SU(3) / T besitzt eine ausgezeichnete Isotopieklasse differenzier-
barer Strukturen, und der Quotient Q\SO(?)) / Q ist in kanonischer Weise eine
invariante differenzierbare Untermannigfaltigkeit von T\SU(3) / T (siehe 3.10 und
Proposition 3.13).

(2) Das Paar (T\SU(3)/T, Q\SO(?))/Q) ist homdomorph zu (5%, S3) (siehe Satz 3.7).

(3) Das Paar (T\SU(3)/T, Q\SO(3)/Q) besitzt eine dquivariante topologische Ein-
bettung in (R®, R*) durch invariante homogene Polynome zweiten und dritten Gra-
des auf SU(3) (siehe Satz 3.9).

(4) Q\SO(3) /Q ist dquivariant diffeomorph zu $® mit orthogonaler Operation (siche
Korollar 2.9).

Offen bleibt die Frage, ob (T\SU(3) / T, D) (4quivariant) diffeomorph zur vierdimen-

sionalen Standardsphire (mit der orthogonalen &3 x Z-Operation) ist.
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